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Ïðåäèñëîâèå

Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî àñïåêòà ôèçè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé áûëà îò÷¼òëèâî îñîçíàíà åù¼ çàäîëãî äî Äåêàðòà, à ñ èçîáðåòå-
íèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâåííî óñêîðèë-
ñÿ. Çàìå÷àòåëüíûì ïðèìåðîì äåìîíñòðàöèè ðîëè ãåîìåòðèè â ôèçèêå
ÿâèëàñü çíàìåíèòàÿ òåîðåìà (1918) Ý. Í¼òåð î ãåîìåòðî-ñèììåòðèéíîì
ñìûñëå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Íî íàñòîÿùèì ïðîðûâîì â èçó-
÷åíèè ôèçè÷åñêîé ðîëè ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà ÿâèëèñü êëàññè÷åñêèå
ðàáîòû À. Ýéíøòåéíà è áîëüøîé ãðóïïû åãî ïîñëåäîâàòåëåé â ïåðâîé
ïîëîâèíå 20-ãî âåêà, ïîñâÿù¼ííûå ñîçäàíèþ Ñïåöèàëüíîé è Îáùåé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè [1, 2]. Èäåéíàÿ ïðîñòîòà è ðåçóëüòàòèâíîñòü ýòèõ
ðàáîò âûçâàëè âçðûâ èíòåðåñà íå òîëüêî ê ãåîìåòðèçàöèè ãðàâèòàöèè è
ýëåêòðîìàãíåòèçìà, íî è ê ãåîìåòðèçàöèè ôèçèêè âîîáùå. Ôèçè÷åñêèìè
ñòàíäàðòàìè ñòàëè ðåëÿòèâèñòñêîå ïñåâäîãàëèëååâî [3], à ïîçäíåå è ïñåâ-
äîðèìàíîâî 4-ìåðèå [4, 5]. Âîçíèêëî óáåæäåíèå, ÷òî ïåðñïåêòèâû ðàçâè-
òèÿ ôèçèêè â ýòîì íàïðàâëåíèè âåñüìà ìíîãîîáåùàþùè è èìåííî åìó è
íóæíî ñëåäîâàòü. Â ÷àñòíîñòè, êðîìå âûÿñíåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ñâîéñòâ
ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà çàìàÿ÷èëà âîçìîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ïîëåé è ìàòåðèè íà åäèíîé ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâå. Ïðè ýòîì
âàðèàíòîâ â âûáîðå òàêîé îñíîâû, êàçàëîñü, áûëî ìíîæåñòâî: îò ðàçëè÷-
íûõ ÷àñòíûõ (îáû÷íî êîíôèãóðàöèîííûõ) ñëó÷àåâ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè
(êîíôîðìíîñòü, ìíîãîìåðèå, êðó÷åíèå, íåìåòðè÷íîñòü è ò. ä.) äî àíèçî-
òðîïíîãî å¼ îáîáùåíèÿ � ãåîìåòðèè Ôèíñëåðà, èçîáðåò¼ííîé â 1918 ãîäó
è èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàâøåéñÿ âïëîòü äî ñåðåäèíû XX ñòîëåòèÿ [6].

Îäíàêî âðåìÿ ðàñïîðÿäèëîñü èíà÷å. Îòêðûòèå è áóðíîå ðàçâèòèå
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íàáëþäåíèå íåèçâåñòíûõ ðàíåå ñèëüíîãî è ñëàáî-
ãî âçàèìîäåéñòâèé, èíòåðïðåòàöèÿ "ñòàðîé" ôèçèêè êàê êëàññè÷åñêîãî
ïðåäåëà êâàíòîâîé, ïðèâåëî ê ñìåùåíèþ èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðèîðèòå-
òîâ. Íî ðàáîòû ïî ãåîìåòðèçàöèè ôèçèêè, õîòü è íå ñ ïðåæíåé èíòåí-
ñèâíîñòüþ, âñ¼ æå ïðîäîëæàëèñü, áàçèðóÿñü â îñíîâíîì íà ðèìàíîâîé
(ïîñòåïåííî ñòàíîâèëîñü ÿñíî � ëèøü ÷àñòè÷íî ïîäõîäÿùåé) ãåîìåòðèè:
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"ðàííèå" [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14] è áîëåå "ïîçäíèå" [15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24]. Ïîÿâèëèñü òàêæå ðàáîòû, èñïîëüçîâàâøèå î÷åíü ìíîãîîáå-
ùàþùóþ ôèíñëåðîâó [6] àíèçîòðîïíóþ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð
[25]. Íî îáùåïðèçíàííûé óñïåõ â òåîðèè òàê è íå áûë äîñòèãíóò, õîòÿ
ïðåäâàðèòåëüíûé è âåñüìà âàæíûé øàã â èñïîëüçîâàíèè êàðòàíîâñêî-
ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðè÷åñêîé èäåè âñ¼ æå áûë ñäåëàí: ðàáîòû Ã.Þ. Áîãî-
ñëîâñêîãî è ñîàâòîðîâ [26, 27, 28]. Èçó÷åííàÿ â íèõ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåò-
ðèêà, âûõîäÿ çà ðàìêè ñòàíäàðòíîé ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè (ñì. íàïð.
Ïðèëîæåíèå À2, ñ. 42), äà¼ò íåîáõîäèìûé àíèçîòðîïíûé áàçèñ äëÿ ðåëÿ-
òèâèñòñêîé ãåîìåòðèè Ôèíñëåðà, ïîäîáíûé ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî äëÿ
ïñåâäîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ÎÒÎ.

Íà ýòîì ôîíå âåñüìà çàìåòíû è ðàáîòû ãðóïïû àâòîðîâ âî ãëàâå ñ
Âëàäèìèðîâûì Þ.Ñ. [29, 30, 31], òàêæå îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèçàöèè
ôèçèêè, íî â ïàðàäèãìå ïðÿìîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïî-
òîìó ê äàëüíåéøåìó èçëîæåíèþ èìåþùèå ëèøü êîñâåííîå îòíîøåíèå.

Íàñóùíûå ôèçè÷åñêèå ïðîáëåìû ïîñëåäíåãî âðåìåíè, òàêèå êàê êâàí-
òîâàíèå ãðàâèòàöèè, îïèñàíèå ýâîëþöèè íàáëþäàåìîé Âñåëåííîé, ïðî-
ãðåññ â çàïðåäåëüíî ñëîæíîé òåîðèè ñòðóí è ò. ä., ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðè-
åé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè íà âñåõ ìàñøòàáàõ, ïîñòîÿííî çà-
ñòàâëÿþò âîçâðàùàòüñÿ ê âîïðîñó îá óñòðîéñòâå ïîñëåäíåãî. Ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü êðèçèñ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, íà÷àâøèéñÿ ñ îñìûñ-
ëåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé Ô. Öâèêêè 1937 ãîäà [32] (ãèïîòåçà
ñêðûòîé ìàññû Âñåëåííîé) è íåäàâíèõ îòêðûòèé [33, 34] (óñêîðåííîå
ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé). Êðèçèñ, ïîðîäèâ ëàâèíó ðàáîò ïî "ò¼ìíûì"
ìàòåðèè è ýíåðãèè Âñåëåííîé [35, 36, 37]..., íàòàëêèâàåò íà ìûñëü, ÷òî
ýëåêòðîíåéòðàëüíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà ÎÒÎ íåïîëíà, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ [38]. Ïðè ýòîì êàæåòñÿ î÷åâèäíûì,
÷òî âêëþ÷åíèå ýëåêòðîìàãíåòèçìà â ãåîìåòðèþ Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè,
ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü êàê åå ýâîëþöèîííîå ïîâåäåíèå, òàê è ïðè-
âåñòè ê ïîÿâëåíèþ ñâîéñòâ, ðàäèêàëüíî îòëè÷àþùèõñÿ îò ñòàíäàðòíûõ.
Íàïðèìåð, îáóñëîâëåííûõ íåíóëåâûì ðåëèêòîâûì ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿ-
äîì Âñåëåííîé.

Ïåðå÷èñëåííîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåðíóòüñÿ ê "âå÷íîé" çà-
äà÷å ãåîìåòðèçàöèè êëàññè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñòâà. Ïðè ýòîì êàæåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì, ÷òî êîððåêòíîå ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñëåäóåò èñêàòü â ðàìêàõ
èíîé, íå ýéíøòåéí-ðèìàíîâîé, î÷åâèäíî � íåêîíôèãóðàöèîííîé � ìîäå-
ëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé èñêî-
ìîé ìîäåëè äîëæíî, êðîìå îáû÷íîãî ãðàâèòàöèîííîãî, ñîäåðæàòü åù¼
è ëîðåíöåâ òåðì, çàâèñÿùèé îò ñîáñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèè:
çàðÿä, ìàññà, ñêîðîñòü, ... . Ïîñêîëüêó ëîðåíöåâ òåðì ñòàðîé, êîíòèíó-



6 ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

àëüíîé ìîäåëè èìååò ÿâíûé êîíôèãóðàöèîííûé ñìûñë, òî íîâàÿ ìîäåëü
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè äîëæíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñíÿòü ýòî êîíôè-
ãóðàöèîííîå ïðîòèâîðå÷èå. Êðîìå òîãî, îíà äîëæíà "ðàáîòàòü" äëÿ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ïîëåé è ìàòåðèè íà ìàñøòàáàõ îò ìîëÿðíûõ äî êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ � ïî ìåíüøåé ìåðå. Î÷åâèäíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íîâîé ìîäåëè
äîëæíî áûòü ãëàäêèì è 4-ìåðíûì (èìåòü â êàæäîé òî÷êå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî [3]) â ñèëó ýêñïåðèìåíòàëüíîé íåíàáëþäàå-
ìîñòè ñòàðøèõ èçìåðåíèé. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî íîâàÿ ìîäåëü äîëæíà
áûòü ìåòðè÷åñêîé íà óêàçàííûõ ìàñøòàáàõ. (Äàííîå îãðàíè÷åíèå ìå-
íåå ýêñïåðèìåíòàëüíî äîñòîâåðíî íåæåëè ïðåäûäóùåå, îñîáåííî íà ìàñ-
øòàáàõ òèïà ïëàíêîâñêèõ, îäíàêî óñïåõ ÎÒÎ â îïèñàíèè ãðàâèòàöèè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñåðüåçíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó åãî ñïðàâåäëèâîñòè.) È
íàêîíåö, â ïðåäåëå òîëüêî ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èñêîìàÿ ìî-
äåëü äîëæíà âåñòè ê ÎÒÎ.

Ïî÷òè óäà÷íîé ðåàëèçàöèåé ñôîðìóëèðîâàííûõ òðåáîâàíèé ÿâëÿåò-
ñÿ óïîìÿíóòàÿ ôèíñëåðîâà ìîäåëü (ðàññëî¼ííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëåì
ñêîðîñòåé ìàòåðèè êàñàòåëüíîãî ñëîÿ [6]), îñíàù¼ííàÿ îäíîèì¼ííîé ãåî-
ìåòðèåé. Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîäåëü îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîé-
ñòâàìè äëÿ ïðîñòåéøåé ãåîìåòðèçàöèè ýëåêòðîäèíàìèêè è îáúåäèíåíèÿ
å¼ ñ ãðàâèòàöèåé: ôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ ìåòðè÷åñêàÿ, ëîêàëüíàÿ, àíè-
çîòðîïíàÿ � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð çàâèñèò êàê îò êîîðäèíàòû x òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà, òàê è îò íàïðàâëåíèÿ â íåé ẋ (êàñàòåëüíûé âåêòîð ëþ-
áîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x). (Àíèçîòðîïèÿ íåîáõîäèìà, ïîñêîëü-
êó ýëåêòðîäèíàìèêà Ìàêñâåëëà � òåîðèÿ âåêòîðíàÿ, îïðåäåëÿåòñÿ 4d-
âåêòîðîì Ai = (φe,−A⃗).) Îäíàêî ôèíñëåðîâà ìîäåëü îêàçàëàñü íåïðî-
äóêòèâíîé äëÿ ãåîìåòðèçàöèè-îáúåäèíåíèÿ. Ïî÷åìó?

Îòâåò îêàçàëñÿ ïðîñòûì: ñòàíäàðòíàÿ ôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé [39, 40, 41]. Îíà äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ òîëü-
êî íåãåîìåòðè÷åñêèì íüþòîíîâñêèì âðåìåíåì (çàïðåùåíû 1d-ïðîòÿæ¼í-
íûå ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû òèïà x0), ïîýòîìó å¼ ãåîäåçè÷åñêàÿ íå ìî-
æåò èìåòü ëîðåíöåâà òåðìà. Èññëåäîâàíèå ýòîãî àñïåêòà ãåîìåòðèè ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè äîêàçàòåëüñòâàìè ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè 1À, ñ. 38.
Êðîìå òîãî, íåêîíôèãóðàöèîííîñòü ôèíñëåðîâîé ìîäåëè îáû÷íî ìîë÷à
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, õîòÿ ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ïîñòóëàòà î ẋ-çàâèñèìîñòè
ìåòðèêè íå ÿñíû: ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèíñëåðîâà ðàññëîåíèÿ äî ñèõ ïîð
îòñóòñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, çà èñêîìóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ìîæåò áûòü ïî-ïðåæíåìó âçÿòî ôèíñëåðîâî êàñàòåëüíîå ðàñ-
ñëîåíèå, îñíàùåííîå ðåëÿòèâèñòñêèì âàðèàíòîì ôèíñëåðîâîé ãåîìåò-
ðèè. Î÷åâèäíî, äëÿ èëëþñòðàöèè ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòìîäåëè è å¼
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ãåîìåòðèè íåîáõîäèìà ïîäõîäÿùàÿ ôèçè÷åñêàÿ íåêîíôèãóðàöèîííàÿ ìî-
äåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ïðîñòåéøåé èç òàêîâûõ è ÿâëÿåòñÿ Ìîäåëü Âëîæåííûõ Ïðîñòðàíñòâ
(ÌÂÏ) [42, 43]. Îíà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ðàñïðåäåëåííîé
ìàòåðèè èìååò ñâîå ñîáñòâåííîå ãëàäêîå òî÷å÷íîå ìåòðè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî (ïðîñòðàíñòâî), à ðåàëüíîå 4d ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Âñåëåííîé ÿâ-
ëÿåòñÿ âçàèìíûì ôèçè÷åñêèì Âëîæåíèåì ýòèõ ìíîæåñòâ äðóã â äðóãà.
Âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ èãðàåò ðîëü "êëåÿ" , óäåðæèâàùåãî Âëîæå-
íèå îò ðàñïàäà íà ñîáñòâåííûå ìíîæåñòâà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå Âëî-
æåíèå íå ïðåäïîëàãàåò êàêîé-òî âûäåëåííîé ñòðóêòóðû ñðåäè âëîæåí-
íûõ ìíîæåñòâ, îäíàêî â ïðèáëèæåíèè ïðîáíîé ìàòåðèè Âëîæåíèå ïðåä-
ñòàâèìî êàê âëîæåíèå äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâî Âñåëåííîé (âëîæåíèå
N ≃ 1080 ñîáñòâåííûõ ìíîæåñòâ å¼ ÷àñòèö) è ìíîæåñòâà ïðîáíîãî ýëå-
ìåíòà ìàòåðèè, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè (x, u) Âëîæåíèÿ. Ïåðâîå ìíî-
æåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê Áàçó, âòîðîå � êàê Ñëîé ôèíñëåðîâà
ðàññëîåíèÿ.

(Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ìíîæåñòâà ìàòåðèè îáåñïå÷èâàþò íå-
êîíôèãóðàöèîííîñòü ìîäåëè, à ìíîãîîáðàçèå "Âëîæåíèå" ÿâëÿåòñÿ ìåò-
ðè÷åñêèì è õàðàêòåðèçóåòñÿ âíóòðåííèì îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì èñ-
õîäíûõ ìíîæåñòâ. Çà îöåíêó ðàçìåðîâ ïàðöèàëüíîãî ìíîæåñòâà ìîæ-
íî ïðèíÿòü [13], ñ. 12: "...îò 104mm äî 107 pc" . Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà
Âëîæåíèå áåç ïîäîáàþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îãîâîðîê è óòî÷íåíèé íå ñî-
âñåì êîððåêòíî, çàòî îïðåäåëåíèå "ôèçè÷åñêîå" óäà÷íî âûðàæàåò ñóòü
äåëà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè: ïîä Âëîæåíèåì â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîíèìàòü
òîòàëüíîå òî÷å÷íîå ìíîãîîáðàçèå êîíòèíóàëüíîé ìîùíîñòè, ÿâëÿþùå-
åñÿ àíàëîãîì ñïëîøíîé ñðåäû (íàïðèìåð ñìåñü ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé.
Âàæíî ÷òî âñå ïàðöèàëüíûå ìíîæåñòâà ðàâíîïðàâíî ôîðìèðóþò ìíîãî-
îáðàçèå Âëîæåíèå.)

Íà÷àëüíûå óñèëèÿ â ðàçâèòèè ÌÂÏ èìåþòñÿ â ðàáîòàõ [39, 40, 41, 42,
44], à òàêæå ôðàãìåíòàðíî â íåäàâíèõ [43, 45, 46, 47]. Â äàííîé æå ðàáîòå
ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæåíû îñíîâû ïðîñòåéøåé ðåëÿòèâèñòñêîé ôèíñëå-
ðîâîé ãåîìåòðèè Âëîæåíèÿ, ãåîìåòðèçàöèÿ ýëåêòðè÷åñòâà è ãðàâèòàöèè
íà å¼ îñíîâå. Ïðåäñòàâëåíû è îáñóæäàþòñÿ êàê íåêîòîðûå íîâûå, òàê è
íàéäåííûå ðàíåå ôèçè÷åñêèå è êîñìîëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ ãåîìåòðèçà-
öèè.



Ãëàâà 1

Ìîäåëü è îñíîâû ãåîìåòðèè

1.1 Âëîæåíèå â ïðèáëèæåíèè ïðîáíîé ÷àñòèöû

Î÷åâèäíî, ìàòåðèàëüíîé áàçîé ÌÂÏ ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòêàÿ êëàññè-
÷åñêàÿ (íåêâàíòîâàÿ) ýëåêòðîçàðÿæ¼ííàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, çàïîëíÿþùàÿ
Âñåëåííóþ. Íåïðîòèâîðå÷èâîå îïèñàíèå òàêîé ñðåäû âîçìîæíî òîëüêî
â äâóõ ñëó÷àÿõ: ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê, è ñðåäà, ÷üè ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïîëåâîé ãèïîòå-
çîé ìàòåðèè. Íå êîíêðåòèçèðóÿ, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñõîäèòü èç
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñïëîøíàÿ ýëåêòðîçàðÿæåííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ñðåäà
ñóùåñòâóåò.

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ÌÂÏ [43] (ìíîãîîáðàçèåM , Âëîæåíèå) èñïîëü-
çóåò ïðèáëèæåíèå ïðîáíîé ÷àñòèöû è ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå òîëü-
êî äâóõ èñõîäíûõ ìíîæåñòâ:Mc (charge) � ìíîæåñòâî ïðîáíîãî ýëåìåíòà
ýëåêòðîçàðÿæ¼ííîé ðàñïðåäåë¼ííîé ìàòåðèè è Ms (source) � ìíîæåñòâî
èñòî÷íèêà ïîëÿ, ê êîòîðîìó îòíåñåíà âñÿ îñòàëüíàÿ ìàòåðèÿ Âñåëåííîé.
Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìåòðèêà Âëîæåíèÿ, ïîäîáíî ôèíñëåðîâó ñëó÷àþ,
îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìåõàíè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ìàòåðèè

gik = gik(x
l, um), (1.1)

ãäå xl � 4-êîîðäèíàòà ýëåìåíòà ìàòåðèè, um = dxm/ds � 4-ñêîðîñòü ýëå-
ìåíòà â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ds = +

√
gikdxidxk

� èíòåðâàë åãî òðàåêòîðèè.
(Âûáîð íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà s ãàðàíòèðóåò ðåëÿòèâèçì ôóíêöèè

è äà¼ò åäèíè÷íîñòü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà u. Ïðè ýòîì (1.1) ñòàíîâèòñÿ
íåÿâíûì îïðåäåëåíèåì ìåòðèêè gik, ÷òî î÷åâèäíî íèêàê íå îãðàíè÷èâà-
åò ïîñëåäíþþ, íî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò îïèñàíèå ãåîìåòðèè. Ðàçìåð-
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íîñòü Âëîæåíèÿ è èñõîäíûõ ìíîæåñòâ ïîñòóëèðóåì êàê (3 + 1)d: òðè
ïðîñòðàíñòâåííûõ è îäíî âðåìåíí�îå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì ïîäâèæ-
íîñòè ìíîãîîáðàçèé.)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ñëàáûõ ïîëåé è ìàëûõ ñêîðîñòåé
ïðîáíîé ìàòåðèè (1.1) ïðèáëèæ¼ííî âûãëÿäèò êàê

g00 ≃ 1 + 2 (φg + βAu) /c2, g0α ≃ g
(0)
0α = 0, gαβ ≃ g

(0)
αβ = −δαβ, (1.2)

ãäå Au ≃ φe − A⃗ v⃗/c, à φg è Ai = (φe, A⃗) � íüþòîíîâ è ìàêñâåëëîâ
ïîòåíöèàëû, β = ρ/µ � îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è
ìàññû ìàòåðèè1. Î÷åâèäíî, êàëèáðîâêà ïîòåíöèàëà Ai → Ai + ∂f/∂xi:
â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñóòü f = f(x) (ïðîèçâîëüíàÿ,
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ) è êîìïàêòíàÿ ãðóïïà U(1), â ñëó÷àå æå Âëîæåíèÿ �
f = f(x, u) (òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ, ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ) è íåèçâåñòíàÿ ïîêà,
òàêæå êîìïàêòíàÿ ãðóïïà U(1)|u=const.

Ìåòðèêà (1.2) ýòî ìåòðèêà ÑÎ (ñèñòåìû îòñ÷¼òà), â êîòîðîé ìàòå-
ðèÿ äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè. Âîïðîñ èäåíòèôèêàöèè ãåîìåòðèè ýòîé ÑÎ ñ
ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîì èìåþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïî-
ëÿ, çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðàì-
êàõ ïðèáëèæåíèÿ ïðîáíîé ìàòåðèè (÷àñòèöû), ïðèñóòñòâèå òåðìà βAu â
(1.2) îçíà÷àåò êîíôèãóðàöèîííîñòü ðåçóëüòàòà (1.2) äëÿ êîíòèíóàëüíîé
4d ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî ýòîé ìî-
äåëè, áóäó÷è âíåøíèì ïî îòíîøåíèþ ê ïðîáíîé (òåñòèðóþùåé) ÷àñòè-
öå, íèêàê íå äîëæíî çàâèñåòü îò å¼ ñîáñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê (β, u) ïî
ñàìîìó îïðåäåëåíèþ "ïðîáíîé" ÷àñòèöû. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî êîíôèãó-
ðàöèîííîñòü (1.2) èñ÷åçàåò â ÌÂÏ. Òî åñòü â ïðèáëèæåíèè ïðîáíîé ìà-
òåðèèçàìåíà ñòàíäàðòíîãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà íà
ÌÂÏ ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ìåòðèêó (1.2) ñ ìåòðèêîé ðåàëüíîãî ôè-
çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Î÷åâèäíî íà ðîëü òàêîãî ïðîñòðàíñòâà
åñòü åäèíñòâåííûé ïðåòåíäåíò � Âëîæåíèå2. Îáîáùàÿ, ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ëîêàëüíî çàâè-
ñÿùàÿ îò ñîáñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèè, ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà
íåêîíôèãóðàöèîííîñòü, òîëüêî åñëè îíà èçîìîðôíà ÌÂÏ (Âëîæåíèþ).

Êîíòèíóóì Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ íåêîíôèãóðàöèîííîé ìîäåëüþ ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè òîëüêî äëÿ ãðàâèòàöèè è òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèèmg =

1Äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ëàãðàíæåâû ïëîòíîñòè ýëåìåíòà ìàòåðèè â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ìèíêîâñêîãî) è âî Âëîæåíèè: [µc2

√
1− v⃗2/c2+µφg+ρ(φe−A⃗·v⃗/c)]dt ≃

µc ds: ñì. àíàëîã, êîíåö $87 [48].
2À òàê êàê ïðèáëèæåíèå ïðîáíîé ÷àñòèöû (äðóãîå íàçâàíèå � ïðèáëèæåíèå ïîëÿ)

ÿâëÿåòñÿ áàçîé îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèÿ-ïîëå, òî åäèíñòâåííûì âàðèàíòîì
íåêîíôèãóðàöèîííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ÌÂÏ.
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mi, ãäå mg è mi � ãðàâèòàöèîííàÿ è èíåðöèàëüíàÿ ìàññû ïðîáíîé ÷àñòè-
öû. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ÎÒÎ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü è êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ÌÂÏ: Âëîæåíèå ñîáñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðîáíîé ÷àñòèöû (ñ âåñîì c−2) â ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Â ñâÿçè ñ
ýòèì, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ôîðìû óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ÎÒÎ è, çà-
áåãàÿ íåìíîãî âïåð¼ä, � ïîëåâûõ óðàâíåíèé ÌÂÏ, ïðÿìî óêàçûâàþò íà
ÌÂÏ-ñòðóêòóðó ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïîñêîëü-
êó ñîãëàñíî ýòèì óðàâíåíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçíî-
ñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèè.

Âèä ìåòðèêè (1.2) ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî îíà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ôèíñëå-
ðîâûõ íåîäíîðîäíûõ ìåòðèê (ñì. ñ. 38): íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé 0 ñòåïå-
íè ïî ui ôóíêöèåé. Òî åñòü, ñòàíäàðòíàÿ ôèíñëåðîâà (îäíîðîäíàÿ) ãåî-
ìåòðèÿ [6] íå îïèñûâàåò Âëîæåíèå (âïðî÷åì êàê è ïðîñòðàíñòâî Áîãî-
ñëîâñêîãî, ñì. ñ. 42).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî ðàçâèòü íåîäíîðîäíûé
ðåëÿòèâèñòñêèé âàðèàíò ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðûé è ïîçâîëèò
îäíîâðåìåííî ãåîìåòðèçîâàòü ãðàâèòàöèþ è ýëåêòðè÷åñòâî. Êàê áóäåò
ïîêàçàíî, òàêóþ ãåîìåòðèþ ìîæíî ïîñòðîèòü ïî îáðàçó è ïîäîáèþ ãåî-
ìåòðèè Ðèìàíà, ïîñêîëüêó àíèçîòðîïíûé àðãóìåíò um ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà (1.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëå íàïðàâëåíèé um(x) (ýéëå-
ðîâî îïèñàíèå ñïëîøíîé ñðåäû). À ðàññìàòðèâàÿ ãëàäêèå êîîðäèíàòíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ xi = xi(x

′k, u
′l) ñèñòåì îòñ÷¼òà ÂëîæåíèÿM è èõ ÿêîáè-

àí, ìîæíî ïî àíàëîãèè ñ ðèìàíîâûì äèôôåðåíöèàëüíûì ôîðìàëèçìîì
ïîñòðîèòü îáùåêîâàðèàíòíûé àíèçîòðîïíûé òåíçîðíûé àíàëèç äëÿ íî-
âîé ãåîìåòðèè: îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð
gik(xl, um), êàê îáðàòíûé òåíçîðó (1.1) gikg

kl = g l
i ≡ δ l

i , èñïîëüçóÿ ñòàí-
äàðòíûå ïðàâèëà ëèôòà èíäåêñîâ òåíçîðà, ñâÿçíîñòè è ò. ä., ñîõðàíèòü
íîðìèðîâêè gikg

ik = 4 è giku
iuk ≡ uiu

i = 1 è ïðî÷.

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíî ôîðìàëüíîå îáîáùåíèå, êî-
òîðîå âåä¼ò ê ÷èñòîé ãåîìåòðèè ìîäåëè: ïîä ïàðîé (xl, um) (1.1) ìîæíî
ïîíèìàòü ñîñòîÿíèå ïðîèçâîëüíîé íåçàìêíóòîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó x Âëîæåíèÿ.

1.1.1 Ãåîäåçè÷åñêàÿ

Êàê èçâåñòíî, â ãåîìåòðèçîâàííîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè ìàòåðèÿ äâè-
æåòñÿ ïî èíåðöèè � ïî ãåîäåçè÷åñêèì êðèâûì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Òî
åñòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé Âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è óðàâ-
íåíèåì äâèæåíèÿ ìàòåðèè â ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëÿõ (ãðàâèòàöèîííîå è
ýëåêòðîìàãíèòíîå).
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Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé âàðèàöèîííûé ìåòîä, ïîëàãàÿ ãåîäåçè÷å-
ñêóþ êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x1 è x2

δ

∫ x2

x1

ds = 0,

ãäå ds =
√
gik(x, u)dxidxk � èíòåðâàë êðèâîé, u = dx/ds � åäèíè÷íûé

êàñàòåëüíûé âåêòîð, à s � å¼ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð (äëèíà).
Òîãäà äëÿ âàðèàöèè èíòåðâàëà ìîæíî íàïèñàòü

0 = δ
√

gik(x, u)dxidxk = uiδdx
i +

dxkdxl

2ds
·

·
[
∂gkl
∂xi

δxi +
∂gkl
∂um

(
δdxm

ds
− um

δxds

ds

)]
=

ãäå δxi � âåêòîð âàðèàöèè (íà êîíöàõ êðèâîé ðàâåí íóëþ), à δx � îïå-
ðàòîð âàðèàöèè òîëüêî x-çàâèñèìîñòè ds(x, u) (îãðàíè÷èâàåìñÿ ïåðâîé
èòåðàöèåé � ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå).

Âîñïîëüçîâàâøèñü êîììóòàòèâíîñòüþ îïåðàòîðîâ δ, d è îïóñòèâ ïîë-
íûå äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è ïîñëåäíèõ äâóõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì

= dsδxi
[
−dui

ds
+ ukul

(
1

2

∂gkl
∂xi

)]
+ ϑi

(
dδxi−

−uidδxs
)
= ds

{
δxi [· · · ]− δxi

dϑi

ds
+ δxs

d(ϑu)

ds

}
,

ãäå ϑi � âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà
3

ϑi = ci,klu
kul, 2ci,kl = ∂gkl/∂u

i, (1.3)

à ci,kl � òåíçîðíàÿ (íàïîìíèì, ÷òî ui = ui(s)).
Âîñïîëüçîâàâøèñü ýéëåðîâîé ôîðìîé d/ds ≡ ui∂/∂xi, îïåðàòîð ïî-

ñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ôèãóðíûõ ñêîáîê ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü êàê

δxs d/ds = δxs u
i∂/∂xi ≃ δxi ∂/∂xi

è âûíåñÿ ñêîðîñòè çà êîîðäèíàòíûå ïðîèçâîäíûå, îêîí÷àòåëüíî èìååì
óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé Âëîæåíèÿ

dui
ds

− 1

2
ukul

(
∂

∂xi
+ 2um

∂2

∂x[i∂um]

)
gkl = 0, (1.4)

3Èìååò òðè íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû (êàê ïîòåíöèàë Ai) � îáóñëîâëåíû òðåìÿ
íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ui.
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ãäå êâàäðàòíûå ñêîáî÷êè ó èíäåêñîâ îçíà÷àþò àíòèñèììåòðèçàöèþ

∂2/∂x[i∂uk] =
(
∂2/∂xi∂uk − ∂2/∂xk∂ui

)
/2.

Èç (1.4) ñëåäóþò òðè âàæíûõ çàêëþ÷åíèÿ:
� âî-ïåðâûõ ÿñíî, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � ëîðåíöåâî: ïðîâîäèìàÿ

ãåîìåòðèçàöèÿ âåäåò ê áîëåå îáùåìó íåæåëè êëàññè÷åñêèé (Ìàêñâåë-
ëîâ), òåíçîðíîìó âàðèàíòó ýëåêòðè÷åñòâà ñ ïîòåíöèàëîì ci,kl (1.3). Ñâÿçü
ñ âåêòîðíûì âàðèàíòîì äà¼òñÿ îïðåäåëåíèåì âåêòîðà ϑi;

� âî-âòîðûõ, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå (1.4) � ÷èñòî ãðà-
âèòàöèîííîå: ïðîèçâîäíàÿ ∂gkl/∂x

i áåðåòñÿ ïðè um = const, òî åñòü îíà
ñóòü ∂gkl(x, u = const)/∂xi. À ïðè ýòîì óñëîâèè ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöè-
àëû (1.3) � òîæäåñòâåííûå íóëè: 2ci,kl = ∂gkl(x, u = const)/∂ul ≡ 0 ⇒
ϑi ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ñëàãàåìîå (1.4) èìååò îòíîøåíèå òîëüêî
ê ãðàâèòàöèè: ∂gkl/∂x

i ∼ ∂φg/∂x
i, 2;

� è â-òðåòüèõ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ýëåìåíò ìàòåðèè ñïëîøíîé
ñðåäû, çàïîëíÿþùåé Âëîæåíèå, äâèæåòñÿ ïî åãî ãåîäåçè÷åñêîé ïîñêîëü-
êó îïðåäåëåíèå ïîñëåäíåé ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ ïî èíåðöèè
ýëåìåíòà ìàòåðèè ñ ìàññîé dm: c dmδ

∫
ds = 0.

1.1.2 Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Âèä ãåîäåçè÷åñêîé (1.4) è ñòðóêòóðà Âëîæåíèÿ M (ìíîæåñòâà Ms è
Mc � íåïîäâèæíîå è äâèæóùååñÿ ñî ñêîðîñòüþ ui) óêàçûâàþò íà ôàêò,
÷òî â äèôàíàëèçå ãåîìåòðèè ÌÂÏ ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ îïåðàòîðà
ãðàäèåíòà: ∂/∂xi (ïðîäîëüíûé) è b̂i (ïîïåðå÷íûé)

∂/∂xi ∈ Ms, b̂i ∈ Mc, (1.5)

îïèñûâàþùèõ ïðèðàùåíèå ïðîèçâîëüíîé f(x, u) â òî÷êå xi+dxi êîîðäè-
íàòíîé ñèñòåìû. Âíå ñâîèõ ìíîæåñòâ îíè íå ñóùåñòâóþò (ðàâíû íóëþ)

∂/∂xi /∈ Ms → ∂/∂xi = 0, b̂i /∈ Mc → b̂i = 0. (1.6)

Î÷åâèäíî, ãðàäèåíòû îïðåäåëÿþò ãëàâíûå âêëàäû, îáóñëîâëåííûå
ìíîæåñòâàìè Ms è Mc ìíîãîîáðàçèÿ Âëîæåíèå,

d̄ = dxi ∂̄/∂xi, ∂̄/∂xi = ∂/∂xi + b̂i,

b̂i = 2uk b̂ik, b̂ik = ∂2/∂x[i∂uk], (1.7)

ãäå b̂ik = −b̂ki è dxi b̂i = 0. Ëîðåíöåâ ãðàäèåíò b̂i ñëåäóåò òðàêòîâàòü
êàê îðòîãîíàëüíûé, ïåðâîãî ïîðÿäêà, ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïîñêîëüêó îí
îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíîå ïðèðàùåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî dxi4. Ãðàäè-

4Ïðèìåð: b̂ik[β(x)Al(x)u
l] = βb̂ik(Alu

l) + (Alu
l)b̂ikβ = βb̂ik(Alu

l) = 2β∂A[k/∂x
i].
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åíò b̂i � ýòî ïðÿìîé ó÷¼ò àíèçîòðîïíûõ (ìíîæåñòâî Mc), à ∂/∂xi � èçî-
òðîïíûõ (ìíîæåñòâî Ms) ñâîéñòâ Âëîæåíèÿ.

Ìåòðè÷íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M è èñõîäíûõ ìíîæåñòâ Ms è Mc òðåáó-
åò ïðåäïîëîæåíèé î ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðèÿõ: ïîëàãàåì, ÷òî íåìåò-
ðè÷íîñòè è êðó÷åíèÿ îòñóòñòâóþò, à êðèâèçíû ãåîìåòðèé ñâîäÿòñÿ ê
ñâÿçíîñòÿì. È åñëè ñ ãåîìåòðèåé Ms ÿñíî � îíà ðèìàíîâà (ÎÒÎ), òî ñ÷è-
òàÿ è îñòàëüíûå ãåîìåòðèè ðèìàíîâûìè, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå äèôôîðìàëèçìû, ââåäÿ êîâàðèàíòíûå îáîáùåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà è êîîðäèíàòíûõ ïðîèçâîäíûõ [43]

. . .|i ≡ ∂̄ . . . /∂xi ± Γ.
i. . . . , gik|l = 0 (1.8)

äëÿ M (Γi,kl ∈ M) è

. . .|i ≡ . . .;i + . . .:i , (1.9)

ãäå

. . .;i ≡ ∂ . . . /∂xi ± γ.i. . . . ,

. . .:i ≡ b̂i . . .± ω.
i. . . . (1.10)

� äëÿ Ms è Mc ñîîòâåòñòâåííî: γi,kl ∈ Ms, ωi,kl ∈ Mc. Ïðîñòåéøàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ ýòîãî îáîáùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìó ñîîò-
âåòñòâèþ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ìåòðèêè

gik|l = 0 ⇔ gik;l = 0, gik:l = 0, (1.11)

è àääèòèâíîñòè ñâÿçíîñòåé

Γi
kl = γi kl + ωi

kl (1.12)

ïðè ÿâíûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ ïîñëåäíèõ

2Γi,kl = ∂̄gik/∂x
l + ∂̄gil/∂x

k − ∂̄gkl/∂x
i,

2γi,kl = ∂gik/∂x
l + ∂gil/∂x

k − ∂gkl/∂x
i,

2ωi,kl = b̂lgik + b̂kgil − b̂igkl. (1.13)

Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ëþáîé ñâÿçíîñòè ñîâ-
ïàäàåò ñ òàêîâîé å¼ ãðàäèåíòà (1.5), (1.6): â ÷àñòíîñòè ëþáîå ïðîèçâåäå-
íèå ñâÿçíîñòåé γi,kl è ωi,kl òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ

γi,kl ⊗ ωm,np = 0.
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Êðîìå òîãî, ñìåøàííûå êàê ïðîñòûå, òàê è îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå
ëþáîé ôóíêöèè òàêæå ðàâíû íóëþ: â ÌÂÏ èìååòñÿ òîëüêî Âëîæåíèå
ìíîæåñòâ Ms, Mc è îòñóòñòâóåò èõ Ïåðåñå÷åíèå.

Íàêîíåö íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü âàæíîå ñëåäñòâèå: γi,kl ñîäåðæèò
òîëüêî ãðàâèòàöèîííûå ñëàãàåìûå, òàêæå êàê ωi,kl � òîëüêî ëîðåíöåâû.
Äðóãèìè ñëîâàìè, γi,kl ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè
ÎÒÎ � îíà íå èìååò "ïåðåêðåñòíûõ" ñëàãàåìûõ òèïà ∂(c−2βAu)/∂xl,
(1.2) (ñì. òàêæå êîíåö "Ãåîäåçè÷åñêàÿ" ñ. 10).

Ôîðìóëû (1.8) � (1.13) ïîçâîëÿþò ïðèäàòü óðàâíåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé
(1.4) òèïè÷íûé ðèìàíîâ âèä{

dui/ds+ Γi
klu

kul = 0,

dui/ds− Γk
iluku

l = 0.
(1.14)

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ëîðåíöåâà ñëàãàåìîãî ãåîäåçè÷åñêîé óäîáíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðàìè b̂ik (1.7) â âûðàæåíèè (1.13) äëÿ ωi,kl

D̄ui/ds ≡ dui/ds+ Γi
klu

kul =

= dui/ds+ γiklu
kul − f i

k,lmukulum = 0, (1.15)

� ñóììà ãðàâèòàöèîííîãî è ëîðåíöåâà óñêîðåíèé, à ñàìà ñâÿçíîñòü ωi,kl:

ωi,kl = (flm,ik + fkm,il − fim,kl)u
m, (1.16)

ãäå fik,lm � "ìàòåðèàëüíûé" ÌÂÏ-àíàëîã òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ

fik,lm ≡ b̂ikglm = ∂ck,lm/∂xi − ∂ci,lm/∂xk (1.17)

ñ ci,kl (1.3) � "ìàòåðèàëüíûì" ÌÂÏ-àíàëîãîì âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà
Ai

5.

Íàêîíåö íåîáõîäèìî ïðèâåñòè íåñêîëüêî ïðîñòûõ ôîðìóë äëÿ ñâÿç-
íîñòè ωi,kl. Ëèíåéíîñòü d̄ âåäåò ê îáîáùåíèþ ñòàíäàðòíîé ñâÿçè äèôôå-
ðåíöèàëîâ îïðåäåëèòåëÿ è êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

d̄g = ggikd̄gik = −ggikd̄g
ik ⇒

∂g

∂xi
= ggkl

∂gkl
∂xi

, b̂ig = ggklb̂igkl, (1.18)

5Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ÌÂÏ � êëàññè÷åñêèé ïðåäåë ìîäåëè ðàññëî¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ
ßíã-Ìèëëñà: êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà ci,kl î÷åâèäíî êîììóòèðóþò.
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îòêóäà ñëåäóþò ðàçëè÷íûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ

ωk
ik = b̂i ln

√
−g = fil,k

kul ⇒ fik,l
l = 2b̂ik ln

√
−g; (1.19)

ωi,k
k = −

b̂k
(√

−g gik
)

√
−g

=
(
2f ik

kl, − f i k
l,k

)
ul ⇒

2f il
lk, − f i l

k,l = 2b̂kl

(√
−g gil

)
/
√
−g ⇒ (1.20)

f l
il,k = glmb̂ilgkm, (1.21)

à òàêæå

2ω(i,k)l = b̂lgik, 2ω
(i,k)

l = −b̂lg
ik,

b̂ikg
lm = −f lm

ik, , ω
[i,k]

k = 2f
[i,k]

l ku
l, · · · (1.22)

ãäå êðóãëûå ñêîáî÷êè îêîëî ïàðû èíäåêñîâ îçíà÷àþò ñèììåòðèçàöèþ.
Âàæíûì ôàêòîì äèôôîðìàëèçìà ÌÂÏ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü

îïåðàòîðîâ b̂i (ïåðâûé ïîðÿäîê ïî êîîðäèíàòå)

b̂[ib̂k] = 0, (1.23)

êîòîðàÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (1.7)5.
Î÷åâèäíî êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòåðèàëüíî-ïîëåâîãî òåí-

çîðíîãî "ïîòåíöèàëà"

ci,kl → ci,kl + ∂Φkl(x, u)/∂x
i,

ãäå Φkl(x, u) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìà-
òåðèè, íå ìåíÿåò íè fik,lm, íè ñâÿçíîñòü ωi,kl, íè êðèâèçíû... Çà ýòîé
êàëèáðîâêîé ñòîèò íåêîòîðàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè, èäåíòèôèêàöèÿ êîòî-
ðîé � îòäåëüíàÿ íåïðîñòàÿ çàäà÷à: ïîñêîëüêó ëèíåéíûå ïðèðàùåíèÿ ci,kl
îïðåäåëÿþòñÿ íåïðîñòûìè ãðàäèåíòàìè b̂i (1.7), (1.23), äà è ñàìî Âëî-
æåíèå � íåòðèâèàëüíîå àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî.

1.1.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòíûå è ñîñòîÿíèÿ

Ïîíÿòèÿ "ñêàëÿð", "âåêòîð", "òåíçîð" è "ñâÿçíîñòü" â ñëó÷àå åäèí-
ñòâåííîãî (ðèìàíîâà) ïðîñòðàíñòâà õîðîøî èçâåñòíû. Ñëó÷àé æå Âëî-
æåíèÿ î÷åâèäíî òðåáóåò ïîÿñíåíèé. Ïðîèçâîëüíîå ëîêàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû {xi} â ñèñòåìó {x′k} âî Âëîæåíèè ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì ñêîðîñòè ìàòåðèè u → u′,

5Îïåðàòîðû b̂ik î÷åâèäíî êîììóòàòèâíû [b̂ik, b̂lm] = 0, à b̂iku
l = 0. Òî åñòü, êàê è â

(1.4), ïðåíåáðåãàåì òîðìîçíûìè ñëàãàåìûìè: b̂[ib̂k] ̸= db̂ik/ds.
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÷òî ýêâèâàëåíòíî ïåðåõîäó ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ (xi, uk) â
áëèçêîå (x′l, u′m). Â ñèëó ñòðîåíèÿ Âëîæåíèÿ (ìèíèìóì äâà, îòíîñè-
òåëüíî äâèæóùèõñÿ ìíîæåñòâà Ms è Mc) ïåðåõîä (xi, uk) → (x′l, u′m)
îïèñûâàåòñÿ àíèçîòðîïíûìè, â îòëè÷èå îò èçîòðîïíîãî ðèìàíîâà ñëó-
÷àÿ, ãëàäêèìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè

xi = xi(x′k, u′l), ui = ui(x′k, u′l). (1.24)

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò xi = xi(x′k, u′l) îïðåäå-
ëÿåò ïîíÿòèå "òåíçîð", òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, çàäàâàÿ çàêîí ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ui = ui(x′k, u′l).

Îïåðàòîð ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ (äèôôåðåíöèàë) Âëîæåíèÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.7) êàê

d̄ = dxi
∂̄

∂xi
. (1.25)

Òîãäà äèôôåðåíöèàë d̄xi êîîðäèíàòû, áóäó÷è áåñêîíå÷íî ìàëûì âåêòî-
ðîì, ïðåîáðàçóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

d̄xi = dx′k
∂̄xi

∂x′k
=

(
∂xi

∂x′k
+ 2u′l

∂2xi

∂x′[k∂u′l]

)
d̄x′k,

ïîñêîëüêó d̄x′k = dx′k (êàê è d̄xi = dxi)6 � îáùåêîâàðèàíòíûå âåêòîðû.
Ñëåäîâàòåëüíî è ïðîèçâîëüíûé êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð Ai Âëîæåíèÿ
ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå êàê d̄xi:

Ai =

(
∂xi

∂x′k
+ b̂′kx

i

)
A′k ≡

(
∂̄xi/∂x′k

)
A′k. (1.26)

Âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, ïåðâîå
èç êîòîðûõ èçîòðîïíîå ðèìàíîâî � âêëàä ìíîæåñòâà Ms (ïðîäîëüíûé
ïåðåíîñ), âòîðîå � àíèçîòðîïíîå, âêëàä ìíîæåñòâà Mc (ïåðåíîñ, îðòîãî-
íàëüíûé âåêòîðó ñìåùåíèÿ dxi).

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà ñëåäóåò èç óñëîâèÿ èí-
âàðèàíòíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ AiBi = const è ôîðìàëüíî çà-
ïèñûâàåòñÿ êàê

Ai =
(
∂x′k/∂̄xi

)
A′

k (1.27)

6d̄xi = dxk(∂/∂xk + b̂k)x
i = dxi � â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëà îðòîãîíàëüíûì ñëàãà-

åìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ñ÷èòàÿ åãî ïîïðàâêîé ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. ×åãî
íåëüçÿ äåëàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà.
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ãäå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé ∂x′k/∂̄xi, ÿâëÿÿñü îáðàòíîé ê ∂̄xi/∂x′k (1.26),
ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ïðàâèëàì ìàòðè÷íîé àëãåáðû.

Äèôôåðåíöèàë Âëîæåíèÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè d̄φ ÿâëÿÿñü ñêàëÿðîì,
ò. å. èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé (1.24), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (1.25) è ôàêòîì dxi = d̄xi, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ Âëîæåíèÿ

d̄φ = dxi
∂̄φ

∂xi
= d̄xi

∂̄φ

∂xi
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåêîâàðèàíòíûé âåêòîð ∂̄φ/∂xi ïðåîáðàçóåòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ (1.27) êàê

∂̄φ

∂xi
=
(
∂x′k/∂̄xi

) ∂̄φ

∂x′k
⇒ ∂̄

∂xi
=
(
∂x′k/∂̄xi

) ∂̄

∂x′k
. (1.28)

Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ "âåêòîð" (1.26) ìîæíî ïî-
êàçàòü íà ïðèìåðå çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ui. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (1.26) èìååì

ui =
(
∂xi/∂x′k

)
u′k (1.29)

ïîñêîëüêó u′k b′k = 0. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ∂xi/∂x′k è åñòü òîò ëî-
êàëüíûé ëîðåíöåâ áóñò, êîòîðûé òîëüêî è äîïóñòèì äëÿ ui7. Íàéäåííûé
çàêîí "óðåçàåò" ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòè (1.24) äî ìàòðèöû,
çàâèñÿùåé òîëüêî îò êîîðäèíàòû.

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè � ôóíêöèè çàâèñÿùåé îò ñîñòîÿíèÿ
(x, u), îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè, òàêæå çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèÿ (íà-
÷àëüíîãî èëè êîíå÷íîãî � çàâèñèò îò êî- èëè êîíòðà- âàðèàíòíîñòè).
Íàïðèìåð,

gik(x, u) =
(
∂x′l/∂̄xi

)(
∂x′m/∂̄xk

)
g′lm(x′, u′),

gik(x, u) =
(
∂̄xi/∂x′l

)(
∂̄xk/∂x′m

)
g′lm(x′, u′). (1.30)

Íàêîíåö ðàññìîòðèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçíîñòåé Âëîæåíèÿ M
è ìíîæåñòâ Ms, Mc íà ïðèìåðå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà

7Ëàãðàíæåâî îïèñàíèå ñïëîøíîé ñðåäû ýêâèâàëåíòíî Ýéëåðîâó, â êîòîðîì âåêòîð
ñêîðîñòè ñóòü ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû ui(x).
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Ai
|k. Ïî îïðåäåëåíèþ (1.8) è (1.26) èìååì

Ai
|k ≡ ∂̄Ai/∂xk + Γi

lkA
l =

∂̄

∂xk

(
∂̄xi

∂x′l
A′l
)
+ Γi

lk

(
∂̄xl

∂x′m
A′m

)
=

=
∂̄xi

∂x′l
∂x′m

∂̄xk

(
∂̄A′l

∂x′m
± Γ′l

nmA′n
)
+

(
∂̄xm

∂x′l
Γi

mk +
∂x′m

∂̄xk
∂̄2xi

∂x′m∂x′l

)
A′l.

Îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò

∂̄xm

∂x′n
Γi

mk =
∂̄xi

∂x′p
∂x′m

∂̄xk
Γ′p

nm − ∂x′m

∂̄xk
∂̄2xi

∂x′m∂x′n

è â èòîãå

Γi
lk =

∂̄xi

∂x′p

[
∂x′n

∂̄xl
∂x′m

∂̄xk
Γ′p

nm +
∂x′m

∂̄xk
∂̄

∂x′m

(
∂x′p

∂̄xl

)]
⇒

Γi
kl =

∂̄xi

∂x′p

(
∂x′m

∂̄xk
∂x′n

∂̄xl
Γ′p

mn +
∂2x′p

∂̄xk∂̄xl

)
(1.31)

� ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âî âòîðîì ñëàãàåìîì (òàê
æå êàê â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå d̄xi = dxi).

Âèäíî ÷òî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçíîñòè (1.31) Âëîæåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî ðèìàíîâ ïî ôîðìå. À ñ ó÷åòîì îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ îïå-
ðàòîðîâ ∂/∂xi ∈ Ms è b̂i ∈ Mc, îí ðàñïàäàåòñÿ íà àíàëîãè÷íûå çàêîíû
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâÿçíîñòåé γi kl è ωi

kl:

γi kl =
∂xi

∂x′p

(
∂x′m

∂xk
∂x′n

∂xl
γ′p mn +

∂2x′p

∂xk∂xl

)
, (1.32)

ωi
kl = b̂′px

i
[(

b̂−1
kx

′m
)(

b̂−1
lx

′n
)
ω′p

mn + b̂−1
k

(
b̂−1

lx
′p
)]

. (1.33)

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà fik,lm ïîäîáíî ñâÿíîñòè ωi,kl íå òåíçîð, ïî
òîé æå ïðè÷èíå � íàëè÷èå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé:

fik,lm =
(
b̂−1

ix
′n
)(

b̂−1
kx

′p
)(

b̂−1
lx

′r
)(

b̂−1
mx′s

)
· f ′

np,rs+

+2b̂−1
lx

′r b̂−1
mx′sg′rsb̂ik b̂

−1
mx′s. (1.34)

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå ïðîèçâîäíûå ïî îïðåäåëåíèþ âåçäå, â
òîì ÷èñëå è ó ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé áåðóòñÿ ïðè u = const � ôèêñè-
ðîâàííîì íàïðàâëåíèè â ëîêóñå. Ïîýòîìó â ÷àñòíîñòè, ãðàâèòàöèÿ Âëî-
æåíèÿ x-îáùåêîâàðèàíòíà (êàê â ÎÒÎ).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.24) â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàþò íå òîëüêî ëîðåíö-
ðèìàíîâû ëîêàëüíûå áóñòû, íî è ìàëûå òðàíñëÿöèè. Ïîýòîìó îíè ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîÿíèé (x, u) ôè-
çè÷åñêîé ñèñòåìû.
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1.1.4 Êðèâèçíû Âëîæåíèÿ

Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è î êðèâèçíå ïðîñòðàíñòâà
ÌÂÏ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå ðèìàíîâà ïîíÿòèÿ â äóõå ðàçâèâà-
åìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè ýòîì, îïðåäåëåíèå òåíçîðà êðèâèçíû ÌÂÏ, â
îòëè÷èå îò ðèìàíîâà ñëó÷àÿ (åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî), äîëæíî ó÷èòû-
âàòü ñòðóêòóðó è âíóòðåííþþ ïîäâèæíîñòü Âëîæåíèÿ M . Ñîâåðøåí-
íî ÿñíî, ÷òî èñêîìîå îáîáùåíèå îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ ðèìàíîâûì äëÿ
èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ è äàâàòü íåíóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ Âëîæåíèÿ äàæå
ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êîâàðèàíòíîì äèôôåðåíöèàëå ïðîèçâîëüíîãî
Ai(x, u) (1.8)

D̄Ai =
[(

∂/∂xk + b̂k

)
Ai − Γl

ikAl

]
dxk, (1.35)

âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå îïèñûâàþò ïðèðàùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå êàê
ïîäâèæíîñòüþ, òàê è ñòðóêòóðîé Âëîæåíèÿ

D̄Ai =
(
∂Ai/∂x

k
)
dxk − δAi, δAi =

(
Γl

ikAl − b̂kAi

)
dxk. (1.36)

Èñïîëüçóÿ ýòè âêëàäû, ìîæíî âû÷èñëèòü ëîêàëüíóþ öèðêóëÿöèþ
∆Ak ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà Ai âûçâàííóþ ïîëíîé êðèâèçíîé Âëîæåíèÿ

∆Ak =

∮
C
δAk =

∮
C

(
Γi

klAi − b̂lAk

)
dxl,

ïî ìàëîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó C, ñì., íàïð., [48]. (Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî îðòîãîíàëüíîñòü îïåðàòîðà b̂l (1.7) êðèâîé ïåðåíîñà, b̂lu

l = 0, òðåáó-
åò àêêóðàòíîñòè â äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ � íå ñëåäóåò îïóñêàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå äî ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà.)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãàóññà, äëÿ ïðèðàùåíèé ìîæíî íàïèñàòü

∆Ak =
1

2

∂
(
Γi

kmAi − b̂mAk

)
∂xl

−
∂
(
Γi

klAi − b̂lAk

)
∂xm

∆f lm, (1.37)

ãäå êàê îáû÷íî, ∆f lm ≡ ∆xl∆x
′m −∆xm∆x

′l � ïëîùàäü, îõâàòûâàåìàÿ
êîíòóðîì C.

Êîîðäèíàòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîì âûðàæåíèè îïðåäåëÿþòñÿ òîëü-
êî êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà, ïîòîìó (1.36) ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì
êîîðäèíàòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðà Ai(x, u) â ëþáîé òî÷êå âíóòðè C

∂Ai/∂x
k = Γl

ikAl − b̂kAi.
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Èñïîëüçóÿ ýòó ñâÿçü, à òàêæå ó÷òÿ ëèíåéíîñòü b̂i è êîììóòàòèâíîñòü
åãî ñ ∂/∂xi, âûðàæåíèå (1.37) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

∆Ak = (1/2)
(
P̄ i

klmAi − 2b̂[lb̂m]Ak

)
∆f lm, (1.38)

ãäå òåíçîð êðèâèçíû âëîæåíèÿ8 ñóòü

P̄ i
klm =

∂̄Γi
km

∂xl
−

∂̄Γi
kl

∂xm
+ 2Γi

n[lΓ
n
m]k,

P̄iklm =
∂̄Γi,km

∂xl
−

∂̄Γi,kl

∂xm
+ 2Γn

m[iΓn,k]l. (1.39)

Ðàâåíñòâà íóëþ êîììóòàòîðà (1.23) è ëîêàëüíîé öèðêóëÿöèè ìåòðè-
êè îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷íóþ ïî ïåðâîé ïàðå èíäåêñîâ ÷àñòü òåíçîðà

∆gik = P̄(ik)lm∆f lm = 0 ⇒ P̄(ik)lm = 0. (1.40)

(Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (1.40) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì.)

Âòîðàÿ æå ÷àñòü òåíçîðà êðèâèçíû, àíòèñèììåòðè÷íàÿ ïî ïåðâîé
ïàðå èíäåêñîâ, î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì Ðèìàíà Âëîæåíèÿ

R̄iklm ≡ P̄[ik]lm ⇒ R̄iklm =
∂̄Γi,km

∂xl
−

∂̄Γi,kl

∂xm
+ 2Γn

m[iΓn,k]l. (1.41)

Òåíçîð Ðèìàíà ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñëàãàåìûõ Riklm, riklm è piklm

Riklm =
∂γi,km
∂xl

−
∂γi,kl
∂xm

+ 2γnm[iγn,k]l, (1.42)

riklm = 2
(
b̂[lω[i,k]m] + ωn

m[iωn,k]l

)
, (1.43)

� îòíîñÿòñÿ ê ìíîæåñòâàì Ms è Mc ñîîòâåòñòâåííî, à ñìåøàííûé òåíçîð
(ñîîòâåòñòâóåò ýëåêòðîãðàâèòàöèè Âëîæåíèÿ)

piklm ≡ 2

(
∂ω[i,k]m]

∂x[l
+ b̂[lγ[i,k]m] − 2γn [l[iωn,k]m]

)
, (1.44)

piklm = −pkilm = −pikml, piklm = plmik, (1.45)

ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ (1.5) � (1.6), òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ

piklm ≡ 0,

8Êîíòðàâàðèàíòíàÿ öèðêóëÿöèÿ: ∆Ak = −(1/2)P̄ k
ilmAi∆f lm (1.23).
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ïîñêîëüêó ÌÂÏ íå èìååò ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ Ms è Mc. Ñèììåòðèÿ
æå piklm ê ïåðåñòàíîâêå ïàð èíäåêñîâ {ik} ⇆ {lm} ñëåäóåò èç êîììóòà-
òèâíîñòè îïåðàòîðîâ ∂/∂xi è b̂k

2 b̂[iγ[l,m]k] =
∂ω[i,k]m

∂xl
−

∂ω[i,k]l

∂xm
,

∂ω[l,m]k

∂xi
−

∂ω[l,m]i

∂xk
= 2 b̂[lγ[i,k]m]. (1.46)

Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî óïðîùåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíûMs � òåíçîð Ðè÷-
÷è è êðèâèçíà, áóäó÷è îïðåäåë¼ííûìè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì,

Rik = glmRlimk, Rik = Rki, R = gikRik,

Rik =
∂γlik
∂xl

−
∂γlil
∂xk

+ γlikγ
m
lm − γlimγmkl, (1.47)

ñòàíäàðòíûìè æå (ðèìàíîâûìè) ñâîéñòâàìè è îáëàäàþò. Ïî ôèçè÷åñêî-
ìó ñìûñëó Ms, åãî êðèâèçíû, î÷åâèäíî, îáóñëîâëåíû òîëüêî ãðàâèòàöè-
åé ñèñòåìû "ìàòåðèÿ-ïîëÿ".

Èñïîëüçóÿ (1.13) è (1.23), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî riklm òàêæå îá-
ëàäàåò ñèììåòðèåé òåíçîðà Ðèìàíà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå ïàð
èíäåêñîâ {ik} ⇆ {lm}

riklm − rlmik = b̂[lb̂k]gim + b̂[ib̂l]gkm+

+b̂[k b̂m]gil + b̂[mb̂i]gkl = 0.

Ñèììåòðèÿ {ik} ⇆ {lm} òåíçîðà riklm îáåñïå÷èâàåò àíàëîã ðèìà-
íîâîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè Riklm. Ïóñòü ...... ikl⟲ ...

îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ñóììó ïî èíäåêñàì i, k, l, òîãäà

riklm⟲ ≡ riklm + rimkl + rilmk = 0. (1.48)

Êîììóòàòîð (1.23) îáåñïå÷èâàåò òàêæå è àíàëîã òîæäåñòâà Áèàíêè
äëÿ riklm â ãåîìåòðèè Mc

rnikl:m⟲ ≡ rnikl:m + rnimk:l + rnilm:k = 0. (1.49)

Òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà Mc âûãëÿäÿò ïîäîáíî ðèìàíî-
âûì Rik è R (1.47)

rik = glmrlimk, rik = rki, r = gikrik,

rik = b̂lω
l
ik − b̂kω

l
il + ωl

ikω
m
lm − ωl

imωm
kl. (1.50)
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Íàêîíåö ïðèâåäåì ÿâíûé âèä êðèâèçíû Mc

r = 2b̂iω
[i,k]

k + ωi,klω
l,ki − ωi

ikω
lk

l, =

= 4ui ∂f
[k,l]
i l/∂x

k − ξiku
iuk, (1.51)

ãäå (ξ ≡ ξii)

ξik = f m
il,m f l,n

k n + fil,mn

(
f l,mn
k − 2f m,ln

k

)
,

ξ = f n
lm,n f lm,p

p + flm,np

(
f lm,np − 2f ln,mp

)
. (1.52)

Êðèâèçíû ãåîìåòðèè ìíîæåñòâ Mc, Ms è ìíîãîîáðàçèÿ Me ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëàãðàíæåâûõ "ïîëåâûõ" ïëîòíîñòåé ãåî-
ìåòðèçîâàííîãî ëàãðàíæåâà äåéñòâèÿ S ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû "êëàññè÷åñêèå ïîëÿ + ýëåêòðîçàðÿæ¼ííàÿ ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìà-
òåðèÿ" ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ "ïîëåâûõ" óðàâíåíèé äëÿ ñâÿçíîñòåé γi,kl
è ωi,kl. Ëîãèêà ðàçâèâàåìîé ãåîìåòðèçàöèè, ñàìè ãåîìåòðèè Âëîæåíèÿ
è ñîäåðæàíèå ÎÒÎ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûì îñíîâàíèåì äëÿ ðåàëèçàöèè
ýòîé ïðîãðàììû.

Íåñìîòðÿ íà òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ ñìåøàííîãî òåíçîðà êðè-
âèçíû (1.44), ïðèâåä¼ì äëÿ ñïðàâîê ÿâíûé âèä îñòàëüíûõ ñìåøàííûõ
êðèâèçí

pik = glmplimk, pik ̸= pki, p = gikpik,

pik =
∂ω

[l
i]k

∂xl
−

∂ω
[l
i]l

∂xk
+ 2

(
b̂[lγ

[l
i]k] + ω[i,l][mγm,l

k]+

+γ[i,l][mωm,l
k] + ω(i,l)[mγl,mk] + γ(i,l)[mωl,m

k]

)
,

p =
∂ω

[i,k]
k

∂xi
−

∂ω
[i,k]

i

∂xk
+ 2

(
b̂[iγ

[i,k]
k] + ωi,klγ

(k,l)i − ωi
ikγl,

lk
)
(1.53)

� àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïî âíóòðåííèì è âíåøíèì ñêîáêàì êàê îáû÷íî
îñóùåñòâëàåòñÿ ðàçäåëüíî: [.[., .].].



Ãëàâà 2

Ãåîìåòðèçàöèÿ ïîëåé

2.1 Ëàãðàíæåâî äåéñòâèå ñèñòåìû

Ïîñòðîåíèå ëàãðàíæåâà äåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòå-
ìû Âëîæåíèÿ ñðàçó æå òðåáóåò îòâåòà íà äâà ïðèíöèïèàëüíûõ âîïðîñà:
î ïîëåâîé ãèïîòåçå ìàññû è î òî÷å÷íîé ñòðóêòóðå ìàòåðèè.

Ïðîáëåìà ñîáñòâåííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé ìàññû çàðÿäà èíòåíñèâíî
èññëåäîâàëàñü â 30-40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ [49], [48]. Èòîãè õî-
ðîøî èçâåñòíû: âêëàä ñîáñòâåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â å¼ ìàññó
ðàâåí íóëþ1. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ôîðìàëüíî ïåðåíåñ¼í êàê íà ìîäåëü
òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, òàê è íà êëàññè÷åñêóþ ãðàâèòàöèþ. Ïîçäíåéøåå îò-
êðûòèå áîçîíà Õèããñà [50] ïîäòâåðäèëî ïðàâîòó ïîñòóëàòà: â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàññà ìàòåðèè îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïî-
ëåì Õèããñà è íå èìååò êàêîãî-ëèáî îòíîøåíèÿ ê ñîáñòâåííûì ýëåêòðî-
ìàãíèòíûì è ãðàâèòàöèîííûì ïîëÿì.

Ðåëÿòèâèçì îãðàíè÷èâàåò íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ρ, µ çàðÿäà è
ìàññû (q,m) êëàññè÷åñêîé ìàòåðèè

ρ = dq/
√
γ dV, µ = dm/

√
γ dV,

ãäå γ = ∥γαβ∥ � îïðåäåëèòåëü 3d ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γαβ = −gαβ +
g0αg0β/g00, à dV = dxdydz � ýëåìåíò 3d îáú¼ìà, óñëîâèåì òî÷å÷íîñòè
÷àñòèö

ρ/q = µ/m ⇒ β ≡ ρ/µ = q/m, (2.1)

1Âûâîä ñïðàâåäëèâ êàê â òåîðèè Ìàêñâåëëà, òàê è â íåëèíåéíûõ òèïà Ã. Ìè (1912),
Ì. Áîðíà (1934).



24 Ãëàâà 2. ÃÅÎÌÅÒÐÈÇÀÖÈß ÏÎËÅÉ

� äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû. Ïîýòîìó äëÿ ìàòåðèè ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö
îäíîãî ñîðòà β = const (çàðÿä è ìàññà ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî (2.1)), à
â îáùåì ñëó÷àå îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé çàðÿäà è ìàññû ðàñïðåäåë¼ííîé
ìàòåðèè

β = β(x, u) ∈ Mc. (2.2)

Òîãäà ïðîñòåéøåå äåéñòâèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû Âëîæåíèÿ äîëæíî
ñîñòîÿòü êàê ìèíèìóì èç äâóõ ñëàãàåìûõ: ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè ñâî-
áîäíîé ìàòåðèè

Λ0 = −µc2 ds/
√
g00 dx

0 (2.3)

è ïîëåâîé ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè ∼ R̄, R̄ = R + r, (1.47), (1.51), (1.52).
Î÷åâèäíî âåñ ãðàâèòàöèîííîãî ÷ëåíà (∼ R) äîëæåí áûòü ∼ k−1, â òî
âðåìÿ êàê âåñ ýëåêòðè÷åñêîãî (∼ r) äîëæåí áûòü ∼ β−2, ïðè÷¼ì îáà
çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò åäèíîé ôóíêöèè. Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå

lim
ρ→0

β2 = k, (2.4)

ñîâìåùàþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå è îáà ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëåâóþ
ëàãðàíæåâó ïëîòíîñòü ∼ R̄.

Ïîäûòîæèì èñõîäíûå îñîáåííîñòè ðàçâèâàåìîé ãåîìåòðèçàöèè. Âî-
ïåðâûõ, ïîëåâûå ëàãðàíæåâû ïëîòíîñòè ∼ R è ∼ r áåðóòñÿ ñ åäèíûì
çíàêîì (åäèíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðèðîäà), ÷òî ÿâëÿåòñÿ è áîëåå ôèçè÷å-
ñêè âåðíûì âûáîðîì, êàê ñòàíåò î÷åâèäíî â äàëüíåéøåì, íåæåëè âûáîð
â [47], ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàíäàðòíîìó ïîëåâîìó. Âî-âòîðûõ, èñïîëüçî-
âàíèå ñêàëÿðà R̄ íå âûçûâàåò âîçðàæåíèé ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è R
â ÎÒÎ: R̄ � åäèíñòâåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñêàëÿðíûé èíâàðèàíò ïðîèç-
âîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (1.24), èìåþùèé êâàäðàòè÷íûå ïî ñâÿçíîñòÿì
ñëàãàåìûå. Â-òðåòüèõ, óñëîâèå (2.4) îáåñïå÷èâàÿ åäèíûå ïî ñìûñëó âåñî-
âûå ìíîæèòåëè äëÿ ðàçíûõ ïîëåâûõ ïëîòíîñòåé, óäà÷íî ñîîòâåòñòâóåò è
ãðàâèòàöèè è ýëåêòðè÷åñòâó. È íàêîíåö, "ýëåêòðîâàêóóìíîå" çíà÷åíèå
β0 = ±

√
k ìàòåðèè ìîæåò áûòü âåðèôèöèðîâàíî ýêñïåðèìåíòàëüíî [46].

Î÷åâèäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé âûáîð âàðèàöèîííûõ ïåðåìåííûõ â [47]:
"Íåçàâèñèìûìè âàðèàöèîííûìè ïàðàìåòðàìè ñëåäóåò âûáðàòü ìåòðèêó
(ïðè ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè), gik(x, u = const), è ñàìî ýòî íàïðàâ-
ëåíèå â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå Âëîæåíèÿ � ñêîðîñòü ìàòåðèè ui(x)..." ,
äîáàâëÿåò â äåéñòâèå åù¼ äâà, ðàâíûõ íóëþ, íî ïðèíöèïèàëüíî âàæíûõ
ñëàãàåìûõ. (Ïîñëåäíèå îáóñëîâëåíû íîðìèðîâàííîñòüþ âûáðàííûõ ïå-
ðåìåííûõ è åäèíñòâåííûì ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîìó ôàêòó âàðèàöèîí-
íûì ìåòîäîì: ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [51].)
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Ñ ó÷¼òîì ñêàçàííîãî èìååì

cS =

∫ [
Λ0 −

1

2

(
R

κg
+

r

κe

)
+ λg(gikg

ik − 4) + λu(uiu
i − 1)

]√
−gdΩ

(2.5)

ãäå λg è λu � íåîïðåäåë¼ííûå ìíîæèòåëè2

λg ̸= λg(g
ik), λu ̸= λu(u

i), (2.6)

è "ïîëåâûå" âåñîâûå êîíñòàíòû

κg = 8πc−4k, κe = 8πc−4β2. (2.7)

Âàðèàöèîííûå ïåðåìåííûå îïðåäåëÿþò äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ýêñòðå-
ìóìà äåéñòâèÿ: ïî äâóìåðíîé ïëîòíîñòè òî÷åê Âëîæåíèÿ ïðè ôèêñèðî-
âàííîì íàïðàâëåíèè è ïî íàïðàâëåíèþ ïðè ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè
òî÷åê

δS[gik, ul]|ul=const = 0, δS[gik, ul]|gik=const = 0,

äàþùèå àíàëîãè ïîëåâûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è Ìàêñâåëëà3. Â äàëü-
íåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü èõ óðàâíåíèÿìè ãðàâèòàöèè è
ýëåêòðè÷åñòâà Âëîæåíèÿ.

2.2 Óðàâíåíèÿ ïîëåé

2.2.1 Óðàâíåíèå ýëåêòðè÷åñòâà

Èñêîìîå óðàâíåíèå íàõîäèòñÿ âàðèàöèåé äåéñòâèÿ (2.5),

δS[gik, ul]|gik=const = 0,

ïî íàïðàâëåíèþ ui (ïî ÿâíîé çàâèñèìîñòè) ïðè ôèêñèðîâàííîé ïëîòíî-
ñòè òî÷åê Me:

δΛ0

δui
− 1

2κe

δr

δui
+ λuui = 0 ⇒ δr

δui
= κe (Λ0 + 2λu)ui, (2.8)

2Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè âåñüìà óäîáíà è ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ, ñì. íàïðèìåð [18] �16.

3Ìåòîä ñîñòîèò èç òð¼õ øàãîâ: (1) âàðüèðóÿ íàõîäèì óðàâíåíèÿ ñ íåâàðüèðóåìûìè
è íåèçâåñòíûìè λg è λu. Ïðè ýòîì âàðèàöèÿ ïî gik áåð¼òñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
glm ñóòü íåçàâèñèìàÿ âåëè÷èíà (δgmn = 0). Àíàëîãè÷íî ïîëàãàåì δup = 0, ñ÷èòàÿ ÷òî
up íå çàâèñèò îò ul. Òî åñòü ïðåíåáðåãàåì íîðìèðîâêàìè (ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè); (2)
ïóò¼ì íåçàâèñèìûõ îò ìåòîäà ñîîáðàæåíèé, íàõîäèì λg è λu; (3) âîññòàíàâëèâàåì
íîðìèðîâêè â èòîãîâûõ ðåçóëüòàòàõ.
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ïîñêîëüêó δΛ0/δu
i = Λ0ui/2.

Äîêàçàòåëüñòâî:

δΛ0

δui
|gik,ul=const = − δ

δui

(
d(mc2)√
−g dV

ds

dx0

)
=

òàê êàê δ
√
−g = 0 (ïëîòíîñòü òî÷åê Me ôèêñèðîâàíà),

= − d(mc2)√
−gdV

δ

δui

(√
ukuk

g0mum

)
= Λ0

δ

δui

√
ukuk =

1

2
Λ0ui

ïî ïðè÷èíå δuk = 0 (uk � êîíñòàíòà âàðüèðîâàíèÿ), 2.
Ó÷¼ò (1.51) � (1.52) äà¼ò äëÿ óðàâíåíèÿ (2.8) ôîðìó

2
∂f

[k,l]
i l

∂xk
= −κe

2

(
−Λ0g

k
i + a k

i

)
uk, (2.9)

aik = (2/κe) (−ξik − κeλu gik) . (2.10)

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò íåîïðåäåë¼ííûé ìíîæè-
òåëü λu (2.6), âûáîð êîòîðîãî â âèäå

λu ∼ −ξ/4κe (2.11)

äåëàåò aik ïîõîæèì íà ìàêñâåëëîâ ÒÝÈ ïîëÿ.
Îäíàêî íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî íåîïðåäåë¼ííûé ìíîæèòåëü

λu çàâèñèò òîëüêî îò ñêàëÿðà ξ. Îí ìîæåò çàâèñåòü òàêæå è îò
ãðàâèòàöèîííîé êðèâèçíû R Âëîæåíèÿ.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ñëåäóåò çàíÿòüñÿ âûâîäîì óðàâ-
íåíèÿ ãðàâèòàöèè.

2.2.2 Óðàâíåíèå ãðàâèòàöèè

Îäíîðîäíîñòü r ïî ui

ui(δr/δui) = r − ξiku
iuk

è óðàâíåíèå (2.8) ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü ïðîèçâîäíóþ îò fik,lm â r:

r = ξiku
iuk + κe(Λ0 + 2λu)u

2. (2.12)

Ïîäñòàíîâêà ýòîé ñâÿçè â (2.5) îáåñïå÷èâàåò ó÷¼ò íàéäåííîãî ýêñ-
òðåìóìà ïî ui, ÷òî î÷åâèäíî íåîáõîäèìî,

2cS =

∫ [
Λ0 −R/κg − ξiku

iuk/κe + 2λg(gikg
ik − 4)− 2λu

]√
−gdΩ,

(2.13)
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à âèä ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ óêàçûâàåò, ÷òî ïðàâèëüíîå ñîîòíîøåíèå
ìàòåðèè è ãðàâèòàöèè â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ìîæåò áûòü äî-
ñòèãíóòî òîëüêî ïðè −2λu ∼ R/2κg. Òîãäà ñ ó÷¼òîì (2.11), ïðîñòåéøèé
âûáîð èñêîìîãî ìíîæèòåëÿ λu â âèäå

λu = −(ξ/κe +R/κg)/4, (2.14)

äà¼ò äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.13) íîâîå âûðàæåíèå

2cS =

∫ [
Λ0 −

1

2

(
R

κg
+

2ξiku
iuk − ξ

κe

)
+ 2λg

(
gikg

ik − 4
)]√

−gdΩ.

(2.15)

Ìîäèôèöèðîâàííîå òàêèì îáðàçîì äåéñòâèå óæå ïîçâîëÿåò èñêàòü ãðà-
âèòàöèîííûé ýêñòðåìóì δS[gik, ul]|ul=const = 0 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì4

Âàðüèðóÿ (2.15) ïî gik ïðè ui = const ïîëó÷àåì óðàâíåíèå àíèçîòðîï-
íîé ãðàâèòàöèè

Rik − gikR/2− 4κgλggik = κg

(
t
(0)

ik + t
(lt)

ik + t
(mt)

ik

)
, (2.16)

ãäå ÒÝÈ ñâîáîäíîé ìàòåðèè

t
(0)

ik = 2
∂ (

√
−gΛ0)√

−g ∂gik
= − 2c2√

−g

dm

dΩ

∂ds

∂gik
=

µc2
√
g00 dx0

dxidxk
ds

⇒

t
(0)

ik = −Λ0uiuk, t(0) = −Λ0 > 0; (2.17)

Ëîðåíöåâ ÒÝÈ çàðÿæ¼ííîé ìàòåðèè (ñâåðòêà ñî ñêîðîñòÿìè äâèæå-
íèÿ)5

t
(lt)

ik = −ulum
(
2

∂

∂gik
− gik

)
ξlm
κe

=
1

κe

{
gikξlm − 4

[
fln,ikf

n,p
m p+

+f
(n

li,n f
p)

mk,p + 2fln,pi

(
f

[n,p]
m k + f np

km,

)]}
ulum,

t(lt) = − 2

κe
ξiku

iuk; (2.18)

4Íîðìà u2 = giku
iuk = 1 çäåñü ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé êîíñòàíòîé.

5Î÷åâèäíî ∂(ulum)/∂gik = 0 ò. ê. δui = 0.
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ÒÝÈ Ìàêñâåëëîâà òèïà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ6

t
(mt)

ik =

(
2

∂

∂gik
− gik

)
ξ

2κe
=

1

κe

{
ξik −

gik
2
ξ + 2

[
flm,ikf

lm,n
n+

+f
(m

il,m f
l,n)

k n + 2flm,ni

(
f
l[m,n]

k + f l,mn
k

)]}
,

t(mt) =
2

κe
ξ. (2.19)

À ïîäñòàíîâêà (2.14) â (2.10) äà¼ò îêîí÷àòåëüíî

aik = τik +
R

2κg
gik, τik ≡ 2

κe

(
−ξik +

gik
4
ξ
)
,

a = 2R/κg, τ = 0, (2.20)

2
∂f

[k,l]
i l

∂xk
=−κe

2

[(
−Λ0 +

R

2κg

)
g k
i +τ k

i

]
uk. (2.21)

Êàçàëîñü áû, òåíçîðû (2.20) îïðåäåëÿþò óðàâíåíèå ýëåêòðè÷åñòâà
ïîëíîñòüþ è âûâîä åãî çàêîí÷åí. Îäíàêî, äåëî îáñòîèò èíà÷å: êàê âèäíî
èç óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè (2.16), êðèâèçíà R çàâèñèò îò ìíîæèòåëÿ λg,

R/2κg =−(t(0) + t(lt) + t(mt))/2− 8λg, (2.22)

êîòîðûé ïîêà íå îïðåäåë¼í. Ïîýòîìó äëÿ îêîí÷àíèÿ âûâîäà ñèñòåìû
óðàâíåíèé (2.16) è (2.21) ñëåäóåò íàéòè λg.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî: íåèçâåñòíî ïîëíîå
óðàâíåíèå ýëåêòðè÷åñòâà (äëÿ fik,lm, à íå äëÿ ñâ¼ðòêè (2.21)). Íî âïîëíå
äîñòèæèìî äëÿ âàæíåéøåãî ñëó÷àÿ êîíôîðìíî-ðèìàíîâîé ìåòðèêè Ã.
Âåéëÿ [8].

6Çíàêè t
(lt)

ik è t
(mt)

ik î÷åâèäíî ïðîòèâîïîëîæíû íàéäåííûì ðàíåå t
(oem)

ik è t
(fem)

ik

[47] â ñèëó âûáîðà (2.5).



Ãëàâà 3

Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ

ãåîìåòðèçàöèè

3.1 Êîíôîðìíàÿ ìåòðèêà Âåéëÿ

Äîïóñòèì ïîäîáíî [47] ï.ï. 3.4.1, ÷òî Ãåðìàí Âåéëü áûë ïðàâ: ýëåêòðî-
äèíàìèêà Ìàêñâåëëà � ñëåäñòâèå ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè ìåòðèêè
ÎÒÎ. Òî åñòü ïîëåâûå óðàâíåíèÿ (2.16), (2.21) è óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷å-
ñêîé (íàïðèìåð (1.4) èëè [47] (14)) óäîâëåòâîðÿþòñÿ êîíôîðìíîé ìåòðè-
êîé

gik = χ(u) g
(r)
ik (x), χ = exp

(
2c−2β Alu

l
)
, (3.1)

ãäå β = ρ/µ = q/m = const (2.2) (ýëåìåíò ìàòåðèè � òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà),
Ai � 4d ìàêñâåëëîâ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë.

Ëèíåéíîñòü (1.7) îïåðàòîðà b̂ik äà¼ò â ýòîì ñëó÷àå Âëîæåíèÿ1

fik,lm = b̂ikglm = c−2β Fik glm, Fik = ∂Ak/∂x
i − ∂Ai/∂x

k,

fik,lmukulum = c−2β Fiku
k, 2f

[k,l]
i l = 3c−2β F k

i , (3.2)

à èç ξik = 9κe FilF
l

k /4π ñëåäóåò, ÷òî

τik = −t
(mt)

ik = 18T
(M)
ik , t

(lt)
ik = −18 t

(L)
ik,

T
(M)
ik =

1

4π

(
−FilF

l
k +

gik
4
FlmF lm

)
, t

(L)
ik ≡ 1

4π

(
FiFk −

gik
2
FlF

l
)
,

Fi ≡ Fiku
k, τ = −t(mt) = 0, t(L) = −FiF

i/4π, (3.3)

1b̂ik[β(x)A(x, u)u] = Aub̂ikβ + βb̂ikAu = βFiku
k.
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ãäå T
(M)
ik è t

(L)
ik � ìàêñâåëëîâ è íåïîëíûé ëîðåíöåâ (ñì. äàëåå) ýëåêòðî-

ìàãíèòíûé ÒÝÈ.
Âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ôîðìóëà âòîðîé ñòðîêè (3.2) ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâûì

óñêîðåíèåì ìàòåðèè. Âòîðàÿ æå ôîðìóëà ýòîé ñòðîêè âåä¼ò ê èñêîìîìó
óñëîâèþ íà λg â äàííîì êîíôîðìíîì ñëó÷àå Âëîæåíèÿ: ïðàâàÿ ÷àñòü
(2.21) äîëæíà áûòü ðàâíîé −3Λ0ui, ÷òî îáåñïå÷èâàåò óðàâíåíèþ (2.21)
ëèíåéíûé Ìàêñâåëëîâ âèä[

(−Λ0 +R/2κg) g
k
i +τki

]
uk =−3Λ0ui ⇒ R/2κg =−2Λ0 −τuu. (3.4)

Òîãäà (2.22) è (3.3) âåäóò ê ÿâíîìó âûðàæåíèþ äëÿ Âåéëü-êîíôîðìíîé
ãðàâèòàöèè Âëîæåíèÿ

4λg = (5/4)Λ0 + (9/2)
(
t(L) + T

(M)
ik u

iuk
)
. (3.5)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò (3.5) â ïîëåâûõ óðàâíåíèÿõ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü
èõ âçàèìíî ñîãëàñîâàííûé âèä äëÿ ìåòðèêè (3.1):

� óðàâíåíèå òèïà Ìàêñâåëëà (2.21)

∂F k
i

∂xk
=

κec
2

2β
Λ0 ui, (3.6)

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â ñòàíäàðòíîì âèäå2

1√
−g

∂(
√
−g F k

i )

∂xk
= −4π

c
ji, (3.7)

ãäå â ñèëó (2.2), (2.3), (2.7) èìååì

ji = ρ c dxi/
√
g00 dx

0 (3.8)

� ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà;
� óðàâíåíèå òèïà Ýéíøòåéíà äëÿ çàðÿæ¼ííîé ìàòåðèè ñ ýëåêòðîìàã-

íèòíûìè ïîëÿìè

Rik − gikR/2 = κg

(
t
(0)
ik + t

(d)
ik

)
, (3.9)

ãäå3

t
(d)
ik ≡ t

(dm)
ik + t

(df)
ik, (3.10)

t
(dm)
ik ≡ 5

4
Λ0 gik, t

(df)
ik ≡−18

(
T
(M)
ik + T

(L)
ik −

gik
4
T
(M)
lmulum

)
. (3.11)

2F k
i ∂ ln

√
−g/∂xk ≡ 0 òàê êàê b̂ik è ∂/∂xi ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ìíîæåñòâàì: (1.5),

(1.6).
3Êîíôîðìíûé ìíîæèòåëü (3.1) â ëåâîé ÷àñòè (3.9) ñ÷èòàåòñÿ êîíñòàíòîé ïîñêîëü-

êó χ(u) ∈ Mc, à ∂/∂xi ∈ Ms. Òî åñòü ëåâàÿ ÷àñòü (3.9) � ôóíêöèÿ g
(r)
ik (x).
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Çäåñü t
(dm)

ik � ÒÝÈ "ò¼ìíîé" ìàòåðèè, t
(df)
ik � ÒÝÈ "ò¼ìíîé" ýíåðãèè, à

T
(L)
ik � ïîëíûé, ñ ó÷¼òîì (3.5), ÒÝÈ Ëîðåíöà:

T
(L)
ik ≡ 1

4π

(
FiFk −

gik
4
FlF

l
)
, T (L) = 0. (3.12)

3.1.1 Èñòî÷íèêè ãðàâèòàöèè Âëîæåíèÿ Âåéëÿ

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.7) è (3.9) êîíôîðìíîãî Âëîæåíèÿ
èíòåðåñíà ïðåæäå âñåãî ãðàâèòàöèîííûìè èñòî÷íèêàìè, îáóñëîâëåííû-
ìè ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì λg âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ìíîæèòåëü
èìååò ñìûñë êîñìîëîãè÷åñêîãî òåðìà óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, Λc = −4κgλg

[31], ñ êîòîðûì îáû÷íî ñâÿçûâàþò, òàê íàçûâàåìûå, ò¼ìíûå èñòî÷íèêè
ãðàâèòàöèè: ìàòåðèþ è ýíåðãèþ Âñåëåííîé. Ïîýòîìó îíè îáúåäèíåíû â

ÒÝÈ t
(d)
ik è îáîçíà÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ìàòåðèàëüíî-ïîëåâûì ñî-

äåðæàíèåì t
(dm)
ik ∼ Λ0 è t

(df)
ik ∼ T

(M)
ik , T

(L)
ik.

Îòíîøåíèå ò¼ìíûõ èñòî÷íèêîâ t
(d)
ik ê îáû÷íîé ãðàâèòàöèè ìîæíî

âûÿñíèòü, íàéäÿ èç (3.9) R 0
0 - êîìïîíåíòó òåíçîðà Ðè÷÷è â íüþòîíî-

âîì ïðèáëèæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ui ≃ (1, 0⃗), à åäèíñòâåííàÿ èç g
(r)
ik (x),

îòëè÷íàÿ îò ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî êîìïîíåíòà, g
(r)
00 (x) ≃ 1 + 2φg äà¼ò,

êàê èçâåñòíî, R 0
0 ≃ c−2△φg, ãäå φg � íüþòîíîâ ïîòåíöèàë, [48]. Òîãäà

c2△φg ≃ (κg/2)
[
µc2 +

(
5µc2/2− 9E⃗2/8π

)]
⇒

△φg ≃ 4πk
[
µ+

(
5µ/2− 9E⃗2/8πc2

)]
, (3.13)

ãäå ñëàãàåìûå êðóãëûõ ñêîáîê � ò¼ìíûå ãðàâèòàöèîííûå èñòî÷íèêè (E⃗
� íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ).

Âèäíî, ÷òî âêëàä ò¼ìíîé ìàòåðèè (äàâëåíèå ìàòåðèè) èìååò ãðàâè-
òàöèîííûé ñìûñë, à âêëàä ýëåêòðîìàãíèòíî-ïîëåâîé (ò¼ìíàÿ ýíåðãèÿ)
� àíòèãðàâèòàöèîííûé. Êà÷åñòâåííî äàííûé ðåçóëüòàò êîððåëèðóåò ñ
èíòåðïðåòàöèåé àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé [33, 34, 32].

Êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó ñîñòàâà èñòî÷íèêîâ ãðàâèòàöèè ÌÂÏ ìîæíî
ïîïûòàòüñÿ íàéòè ñðàâíèâ ìîäóëè ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè (3.9). Äëÿ
ýòîãî ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü â ÿâíîì âèäå

Rik −
gik
2
R = κg

[(
uiuk −

5

4
gik

)
(−Λ0)+

+
9

2π

(
FiFk − FilF

l
k +

3

16
gikFlmF lm

)]
, (3.14)
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è íàéä¼ì ìîäóëè âñåõ óñðåäí¼ííûõ ïî 3-îáú¼ìó ñëàãàåìûõ, â ïðåäïîëî-
æåíèè "õîëîäíîé" v/c ≃ 0 è "ïî÷òè ïëîñêîé" ñîâðåìåííîé Âñåëåííîé:

|µ̄c2|; 5|µ̄c2|; 9

2π

(
|F 2 | − |FlmF lm |

4

)
≃18w̄e,

ãäå w̄e = E⃗2/8π � ñðåäíÿÿ 3d ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýë.-ìàã. ïîëÿ.
Äîïóñòèâ, ÷òî ïðèíöèï äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ µ̄c2 ≃ w̄e êàê âûïîë-

íÿëñÿ â ýïîõó îòäåëåíèÿ âåùåñòâà îò èçëó÷åíèÿ, òàê âûïîëíÿåòñÿ è â
íàñòîÿùåå âðåìÿ, íåòðóäíî íàéòè îòíîñèòåëüíûå âåñà âèäèìîé ìàòåðèè
n(vm), ò¼ìíîé ìàòåðèè n(dm) è ò¼ìíîé ýíåðãèè n(de)

n(vm) = 1/24 ≃ 4, 2%,

n(dm) = 5/24 ≃ 20, 8%,

n(de) = 18/24 = 75%. (3.15)

Êà÷åñòâåííîå è íåïëîõîå êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå (3.13), (3.15) ñ
èçâåñòíûìè îöåíêàìè ñîñòàâà Âñåëåííîé4 � ôàêò íå òîëüêî çàìå÷àòåëü-
íûé ñàì ïî ñåáå. Âàæíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì äîêàçàòåëüñòâîì ïðè-
îðèòåòà ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëåâîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðò-
íûì: ñì. îáñóæäåíèå âûáîðà çíàêà r â äåéñòâèè ñèñòåìû � òåêñò ïåðåä
(2.5). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëåâûå èñòî÷íèêè

t
(M)

ik è t
(L)

ik âõîäÿò â óðàâíåíèå ãðàâèòàöèè (3.9) êàê àíòèãðàâèòàöèîí-
íûå. Ïîýòîìó îáîáùàÿ ñêàçàííîå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàò (3.13),
(3.15) ïðÿìî óêàçûâàåò íà ñïðàâåäëèâîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íà-
øåé Âñåëåííîé! Êðîìå òîãî, (3.13), (3.15) çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ÌÂÏ
(êîýôôèöèåíò n − 1 = 3 (3.4)): îòëè÷íàÿ îò 4d ðàçìåðíîñòü Âëîæåíèÿ
äà¼ò íåâåðíûé ñîñòàâ Âñåëåííîé.

Ñîâðåìåííîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âèäèìîé è ò¼ìíûõ ìà-
òåðèè è ýíåðãèè � ðåçóëüòàò ýâîëþöèè Âñåëåííîé, â êîòîðîé çàìåòíóþ
ðîëü èãðàëè ýëåêòðîìàãíèòíîå è ãðàâèòàöèîííûå èçëó÷åíèÿ. Âïîëíå
âîçìîæíî, ÷òî îíè "âûìåëè" ÷àñòü ìàòåðèè íà ïåðèôåðèþ çâ¼çäíûõ
ñêîïëåíèé, òàê ÷òî âíóòðè ò¼ìíûå èñòî÷íèêè êîìïåíñèðóþò äðóã äðó-
ãà... Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó äàâëåíèå âèäèìîé ìàòåðèè â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ìàòåðèÿ ò¼ìíàÿ, òî ïðîáëåìà å¼
îáíàðóæåíèÿ ïðîñòî îòñóòñòâóåò.

4Ñðàâíåíèå ñ (3.13) íå äîëæíî ñìóùàòü: ãðàâèòàöèÿ îïèñûâàåòñÿ íå òîëüêî 0
0 -

óðàâíåíèåì èç òåíçîðíîãî áëîêà (3.9)! Ïîñëåäíèé â ýòîé îöåíêå äîëæåí èñïîëüçî-
âàòüñÿ öåëèêîì...
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Â ôèíàëå ðàçäåëà íåîáõîäèìî íàïîìíèòü, ÷òî ìåòîä íåîïðåäåë¼í-
íûõ ìíîæèòåëåé, èñïîëüçîâàííûé ïðè âûâîäå ïîëåâûõ óðàâíåíèé (2.16)
è (2.21) (îáùèé ñëó÷àé) è (3.7), (3.9) (Âëîæåíèå Âåéëÿ (3.1)) ñîäåðæèò
íåóñòðàíèìûå â ðàìêàõ ìåòîäà íåîïðåäåë¼ííîñòè: íå ñóùåñòâóåò óíè-
âåðñàëüíîãî ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé λu è λg. Ðåêîìåíäóåìûé
ñòàíäàðò � âûõîä çà ðàìêè ìåòîäà è ïðèâëå÷åíèå ñòîðîííèõ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, îáóñëîâëåííûõ ðåøàåìîé çàäà÷åé. Î÷å-
âèäíî òàêîé âàðèàíò äåéñòâèé íå ãàðàíòèðóÿ ïîëíîòû, ïîçâîëÿåò ó÷åñòü
ãëàâíûé âêëàä â ðåøåíèå. Ïîýòîìó íàéäåííûå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ è èõ
ñëåäñòâèÿ ñïðàâåäëèâû ðîâíî íàñòîëüêî, íàñêîëüêî òî÷íî áûëè íàéäå-
íû λu è λg: ôîðìóëû (2.14) è (3.5)5. Ïîòîìó è ðåçóëüòàò (3.13), (3.15)
âûçûâàåò íå òîëüêî óäèâëåíèå, íî è äîâåðèå ê îñíîâíîé èäåå äàííîé
ðàáîòû � ãèïîòåçå Âëîæåííûõ Ïðîñòðàíñòâ.

3.1.2 Ýëåêòðè÷åñòâî è ãðàâèòàöèÿ: âçàèìíûå êàëèáðîâêè

Â îáùåì ñëó÷àå ìåòðèê Âëîæåíèÿ çà ýëåêòðè÷åñêèé ñåêòîð îòâå÷àåò
íåòåíçîðíàÿ âåëè÷èíà fik,lm (1.17), îïðåäåë¼ííàÿ íà Mc (1.7)

fik,lm = b̂ikglm ≡ ∂ck,lm/∂xi − ∂ci,lm/∂xk,

ci,kl ≡ (1/2) ∂gkl/∂u
i, ci,kl = ci,lk, (3.16)

äëÿ êîòîðîé ci,kl èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ci,kl îïðå-
äåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [18]

ci,kl → ci,kl + ∂νkl/∂x
i, νik = νki, (3.17)

ãäå òåíçîð νkl(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû, òàêàÿ
÷òî ∂νik/∂x

l ∈ Ms â ñèëó (1.7). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå νik ìîæåò áûòü è ðè-
ìàíîâûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gik(x) èëè, êàê â óðàâíåíèè òèïà Ýéí-
øòåéíà àíèçîòðîïíîé ãðàâèòàöèè ÌÂÏ (3.9), � ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì
gik(x, u = const) ñâÿçíîñòè γi,kl (ìíîæåñòâî Ms).

Òàêèì îáðàçîì, âî-ïåðâûõ, àíèçîòðîïíàÿ ìåòðèêà gik(x, u = const)
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ïîòåíöèàëà ci,kl. Òî åñòü
êàæäóþ èç 10 ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò òåíçîðà gik(x, u = const) ìîæíî
ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì ñ ãðóïïîé U(1)ik ïîòåíöèàëà
cl,ik àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïîòåíöèàëà Ìàêñâåëëà. Êîíñòàíòû ýòèõ ãðóïï,

5Õîòÿ äîòîøíûé êðèòèê âñåãäà âïðàâå óòâåðæäàòü, ÷òî îáñóæäàåìûå íåîïðåäå-
ë¼ííîñòè èìåþò òîò æå ôîðìàëüíûé ñìûñë, ÷òî è êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ Λc

óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.
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ïî-âèäèìîìó, òàêæå ñîñòàâëÿþò ðèìàíîâ òåíçîð. È âî-âòîðûõ, ýòî ñâîé-
ñòâî óêàçûâàåò íà ñèììåòðèéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è ãðà-
âèòàöèîííîãî ñåêòîðîâ òåîðèè, â ÷àñòíîñòè íà âîçìîæíîñòü íåçàâèñèìî-
ãî îò ãðàâèòàöèè îïðåäåëåíèÿ "êîñìîëîãè÷åñêîãî" ìíîæèòåëÿ λg.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëó÷àé êîíôîðìíîé ìåòðèêè (3.1) ïîçâîëÿåò ëåã-
êî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæèòåëü χ(u) ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì ãðàâè-

òàöèîííîãî ïîòåíöèàëà g
(r)
ik (x). Äåéñòâèòåëüíî, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

ôóíêöèè χ(u) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì u: χ(u) ∈ Mc. Ïîýòîìó χ(u) è îïåðà-
òîð ∂/∂xi ∈ Ms íå èìåþò îáùåé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ:

χ(u) ∈ Mc, ∂/∂xi ∈ Ms ⇒ ∂χ(u)/∂xi = 0, (3.18)

òî åñòü ôóíêöèÿ χ(u) âåä¼ò ñåáÿ êàê const(x) â ëþáîé òî÷êå Ms. À ýòîò
ôàêò îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèè Ms ïî
îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ

g
(r)
ik (x) ⇒ χ(u) g

(r)
ik (x), (3.19)

ÿâëÿþùåìóñÿ "âåéëåâñêîé" êàëèáîâêîé. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå "ïîðîæäà-
åò" íîâóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñòðóêòóðó � ÂëîæåíèåMe

Âåéëÿ, â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîäèíàìèêà Ìàêñâåëëà (3.7), à ãðà-
âèòàöèÿ Ýéíøòåéíà ñòàíîâèòñÿ àíèçîòðîïíîé (3.9) � (3.12). Òî åñòü χ(u)
ïîçâîëÿåò îòêàëèáðîâàòü gik(x) ïî íàïðàâëåíèÿì â ëþáîé êîîðäèíàòíîé
ò. (x)6.

Àíàëîãè÷íûé ìåõàíèçì ñîïðîâîæäàåò êàëèáðîâêó (3.17): ïîñêîëüêó
νkl = νkl(x), òî νkl /∈ Mc ïîýòîìó (3.17) "äà¼ò" Âëîæåíèå Me ñ ìåòðè-
êîé (3.1) è àíèçîòðîïíîé ãðàâèòàöèåé çà ñ÷¼ò àíèçîòðîïíîãî âëîæåíèÿ
ìíîæåñòâà Ms.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àå Âëîæåíèÿ Âåéëÿ ïî-
òåíöèàëû ãðàâèòàöèîííûé gik è ýëåêòðè÷åñêèé Ai ("ðåäóöèðîâàííûé"
ci,kl) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíûìè êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè, à ðåàëèçàöèÿ êà-
ëèáðîâî÷íûõ ñâîéñòâ Âëîæåíèÿ çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîãî
(åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî) ïî âïîëíå ïîíÿòíîé ïðè÷èíå: ìíîãîîáðàçèå
Me (Âëîæåíèå) äàæå â ïðèáëèæåíèè ïðîáíîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ âëîæå-
íèåì íå ìåíåå ÷åì äâóõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ Ms è Mc.

6Áîëåå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå ìåòðèêè Âëîæåíèÿ î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò îáîáùåíèå
êàëèáðîâêè (3.19) äëÿ êàæäîé ik-êîìïîíåíòû: gik(x) ⇒ χ(ik)(u)gik(x) ñ 16-þ âåêòîð-

íûìè ïîòåíöèàëàìè A(ik)
l, èç êîòîðûõ òîëüêî 10 íåçàâèñèìû, ñì. íàïð. [18] ñòð. 51.



3.2. ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÉ REDSHIFT 35

3.2 Ýëåêòðîìàãíèòíûé redshift

Â ðàçäåëå "Âëîæåíèå â ïðèáëèæåíèè ïðîáíîé ÷àñòèöû" ñ. 8 ïîêàçàíî,
÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð 4d ïðîcòðàíñòâà-âðåìåíè ÌÂÏ â îáùåì ñëó÷àå
îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìåõàíè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ðàñïðåäåë¼ííîé ìà-
òåðèè gik = gik(x

l, um), ãäå ui = dxi/ds � åäèíè÷íûé âåêòîð ñêîðîñòè. Òî
åñòü è ëîêàëüíûé òåìï õîäà ÷àñîâ òàêæå çàâèñèò îò ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïî-
ýòîìó ýôôåêò êðàñíîãî ñìåùåíèÿ âî Âëîæåíèè, îïðåäåëÿÿñü ðàçíèöåé
ñîñòîÿíèé ìàòåðèè òðåêà âîëíîâîãî ïðîöåññà (íàïðèìåð ôîòîíà) äîëæåí
â ñëàáûõ ïîëÿõ è ïðè ìåäëåííîì äâèæåíèè ìàòåðèè îïðåäåëÿòüñÿ òîëü-
êî g00 êîìïîíåíòîé ìåòðèêè � èìåííî îíà èìååò ìàêñèìàëüíîå îòëè÷èå
îò çíà÷åíèé ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî (1.2)

g00 ≃ 1 + 2 (φg + βAu) /c2, (3.20)

ãäå φg, A
i = (φe, A⃗) � íüþòîíîâ è ìàêñâåëëîâ ïîòåíöèàëû, à β = ρ/µ �

îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ìàññû ìàòåðèè.
Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíûé

ñäâèã ÷àñòîòû ν (ôîòîíà) íà òðåêå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòÿìè êàê ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà òàê è ýëåêòðîìàãíèòíîãî äåéñòâèÿ ìàòåðèè

∆ν/ν ≃ − [∆φg +∆(βAu)] /c2. (3.21)

Ñîõðàíÿÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì òîëüêî ñòàðøèé ÷ëåí (ui ≃ (1, 0⃗)),
íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðåäåëà íåéòðàëüíîé ìàòåðèè (2.4) ýëåêòðî-
ìàãíèòíûé ñäâèã ñâîäèòñÿ ê ýëåêòðîïîëåâîìó

∆ν/ν ≃ −
(
∆φg ±

√
k∆φe

)
/c2. (3.22)

Îöåíêà ïîñëåäíåãî äà¼ò âïîëíå ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòàíîâ-
êè ñîîòâåòñòâóþùåãî òåñòîâîãî ýêñïåðèìåíòà:

∆ν/ν ≃ ∓c−2
√
k∆φe ≃ 10−21∆φ(V ), (3.23)

ãäå ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ áåð¼òñÿ â âîëüòàõ, à çíàê îïðåäåëÿåòñÿ èçìå-
ðåíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû è ïðÿìûå èçìåðåíèÿ ïî òèïó Ïàóíäà-
Ðåááêè [52].



Ãëàâà 4

Çàêëþ÷åíèå

4.1 Ñäåëàííîå

Èäåÿ îáúåäèíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ãðàâèòàöèè è ýëåêòðè÷åñòâà íà åäèíîé
ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâå âîçíèêëà â 20-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, ñðà-
çó æå ïîñëå óñïåõà â ãåîìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
� ñîçäàíèè ÎÒÎ. Íî ðåàëèçàöèÿ å¼ îêàçàëàñü íåîæèäàííî ïðîáëåìíîé,
âûçâàíîé ñåðü¼çíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè: ñóùåñòâóþùàÿ ìî-
äåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (áåññòðóêòóðíûé êîíòèíóóì Ýéíøòåéíà) ñî-
âåðøåííî íå ïîäõîäèëà äëÿ ãåîìåòðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ êàê è èç-
âåñòíûå íà òî âðåìÿ ãåîìåòðèè êîíòèíóóìà. Åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíè-
åì ÿâëÿëàñü ñîçäàííàÿ â 1918 ãîäó àíèçîòðîïíàÿ ôèíñëåðîâà ìîäåëü
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðè-
åé � êàçàëîñü ïðåêðàñíî ñîîòâåòñòâóþùåé òðåáîâàíèÿì îáúåäèíåíèÿ.
Îäíàêî ýòà ìîäåëü, êàê áûëî ïîêàçàíî â íàìè â ðàáîòàõ 2001 � 2008
ãîäîâ, áûëà èçíà÷àëüíî ñóùåñòâåííî ñêîìïðîìåíòèðîâàíà ïðèíöèïèàëü-
íûì íåðåëÿòèâèçìîì å¼ ãåîìåòðèè, ÷òî è îáóñëîâèëî íåóäà÷è â ôèíñëå-
ðîâûõ ïîïûòêàõ ãåîìåòðèçàöèè ýëåêòðîäèíàìèêè, òåîðèè êàê èçâåñòíî,
ñóãóáî ðåëÿòèâèñòñêîé.

Ôîðìóëèðîâêà æå ðåëÿòèâèñòñêîãî âàðèàíòà ãåîìåòðèè ôèíñëåðîâà
ïðîñòðàíñòâà (Ìîäåëü Âëîæåííûõ Ïðîñòðàíñòâ) íåìåäëåííî îáåñïå÷èëà
åñòåñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îáúåäèíåíèÿ. À ïîñëåäóþùèé àíàëèç ÌÂÏ
ïîêàçàë, ÷òî å¼ ïðîñòðàíñòâî íà ÿçûêå ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè � ýòî êà-
ñàòåëüíîå 4d ðàññëîåíèå ñ ãðóïïîé U(1) â ñëîå. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íîñòü
îïèñàíèÿ ðàññëîåíèÿ â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ÌÂÏ
� êëàññè÷åñêèé ïðåäåë êâàíòîâûõ ðàññëîåíèé òèïà ßíãà-Ìèëëñà.

Ãðóïïà ðàññëîåíèÿ Âëîæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàåò àíèçîòðî-
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ïèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ è â ãðàâèòàöèè ìîäå-
ëè. Íàïðèìåð, àñòðîíîìè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ íà áîëüøèõ êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ ìàñøòàáàõ àíèçîòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà Âñåëåííîé ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àðãóìåíò â ïîëüçó ÌÂÏ-ïðèðîäû ïîñëåäíåé, à íî-
âûå èñòî÷íèêè àíèçîòðîïíîé ãðàâèòàöèè óðàâíåíèÿ òèïà Ýéíøòåéíà
Âëîæåíèÿ � êàê ò¼ìíûå ìàòåðèÿ è ýíåðãèÿ Âñåëåííîé, ñòîÿùèå çà Λc-
÷ëåíîì ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîëíóþ ãåîìåòðèçàöèþ óäàëîñü ïðîâåñòè ïîêà òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ Âëîæåíèÿ ñ êîíôîðìíî-ðèìàíîâîé ìåòðèêîé Âåéëÿ. Îí óäîáåí
òåì, ÷òî äîïóñêàåò âåêòîðíîå ïðèáëèæåíèå ýëåêòðè÷åñòâà ÌÂÏ � ìàêñ-
âåëëîâ âàðèàíò. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé ìíîæè-
òåëü Ëàãðàíæà λg ∼ Λc ãðàâèòàöèîííîé âàðèàöèîííî-ïîëåâîé ïðîöåäó-
ðû, ÷òî ñíèìàåò ñòàíäàðòíóþ íåîïðåäåë¼ííîñòü â èñòî÷íèêàõ êðèâèçíû
óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè. Ðåçóëüòàòû íåïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîâðåìåííû-
ìè êîëè÷åñòâåííûìè îöåíêàìè ñîñòàâà Âñåëåííîé: 1 : 5 : 18 � îòíîøå-
íèå âèäèìîé ìàòåðèè ê ò¼ìíîé ìàòåðèè è ò¼ìíîé ýíåðãèè. Ïðè ýòîì
à) íåíàáëþäàåìîñòü ò¼ìíîé ìàòåðèè î÷åâèäíà: ðîëü ýòîé ìàòåðèè âû-
ïîëíÿåò äàâëåíèå âèäèìîé ìàòåðèè; á) äàâëåíèå óâåëè÷èâàåò ãðàâèòà-
öèîííîå äåéñòâèå âèäèìîé ìàòåðèè, â òî âðåìÿ êàê â) ò¼ìíàÿ ýíåðãèÿ
(ýëåêòðîìàãíèòíî-ïîëåâîé ïðèðîäû) îêàçûâàåò àíòèãðàâèòàöèîííîå (!)
äåéñòâèå. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äàííûå ðåçóëüòàòû îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ 4d-ìåðíîñòüþ Âëîæåíèÿ è èìåþò íåêàíîíè÷åñêèé ñìûñë:
ýëåêòðè÷åñòâî èññëåäóåìîé ñèñòåìû � èñòî÷íèê àíòèãðàâèòàöèè, à äàâ-
ëåíèå ìàòåðèè � äîïîëíèòåëüíûé ãðàâèòàöèîííûé èñòî÷íèê. Ñðàâíåíèå
ñ èçâåñòíûìè ãðàâèòàöèîííûìè ïîëÿìè ãîâîðèò î âçàèìíîé êîìïåíñà-
öèè ò¼ìíûõ èñòî÷íèêîâ âáëèçè çâ¼çä è íàðàñòàíèè íåñáàëàíñèðîâàííî-
ñòè ïðè óäàëåíèè îò íèõ.

4.2 Ïðåäñòîÿùåå

Áîëåå òî÷íûå îöåíêè ñîñòàâà è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåùåñòâà Âñåëåííîé ÌÂÏ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðåøåíèè
ýâîëþöèîííîé çàäà÷è îáùåãî âàðèàíòà Âëîæåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ìåò-
ðèêîé gik(x, u). Î÷åâèäíî îí è ñàì ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò íåìàëûé ôè-
çè÷åñêèé èíòåðåñ: ôóäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè ∼ fik,lm íå ñâî-
äÿòñÿ òîëüêî ê Âåéëü-Ìàêñâåëëîâó êîíôîðìíîìó âàðèàíòó ∼ βFikglm.
Ïî-âèäèìîìó òàêæå âîçìîæíî è Âëîæåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè,
ñóììàðíûé ïîòåíöèàë êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò Ìàêñâåëëîâ âåêòîð Ai. Äó-
ìàåòñÿ çäåñü óìåñòíî è áîëåå "êðàìîëüíîå" ïðåäïîëîæåíèå: êâàíòîâûì
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ïîëÿì ñëàáîãî è ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèé òàêæå äîëæíû ñîîòâåòñòâî-
âàòü íåêèå êëàññè÷åñêèå àíàëîãè â ÌÂÏ.

È íàêîíåö, êîñâåííûå, ëèáî àñòðîíîìè÷åñêèå àðãóìåíòû êîððåêòíî-
ñòè ÌÂÏ áåçóñëîâíî âàæíû, íî îíè íå ìîãóò ñðàâíèòüñÿ ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ïðÿìîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî òåñòà, íàïðèìåð ñ èçìåðåíèÿìè redshift
ÌÂÏ â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ [47, 46]. Òàêîé ôèçè÷åñêèé ýôôåêò ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî âî Âëîæåíèè (3.23), à åãî èññëåäîâàíèå ìîæåò äàòü
ïðÿìóþ èíôîðìàöèþ êàê îá àíèçîòðîïèè, òàê è î ðåëèêòîâîì çàðÿäå
Âñåëåííîé. Ïî íàøåìó ìíåíèþ äàâíî ñëåäóåò ïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ýêñïåðèìåíò: åãî ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîçíàâàòåëü-
íûìè.



Ïðèëîæåíèå A

Ôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ è

ðåëÿòèâèçì

A.1 Ïàðàìåòðèçàöèÿ: äâà òèïà ãåîìåòðèé

1. Áàçîâûì óòâåðæäåíèåì ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòóëàò
îäíîðîäíîñòè: ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F , çàäàþùàÿ ðàññòîÿíèå ds ìåæ-
äó äâóìÿ áëèçêèìè òî÷êàìè ñ êîîðäèíàòàìè xi è xi + dxi ôèíñëåðîâà
ïðîñòðàíñòâà Fn çàâèñèò îò xi è dxi êàê îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ãëàäêîé è îäíîðîäíîé +1 ñòåïåíè ïî àðãóìåíòó
dx1

ds = F (xi, dxk), F (x, kdx) = kF (x, dx), (k > 0). (5.1.1)

Òåîðåìà Ýéëåðà dxi∂F (x, dx)/∂dxi = +1F (x, dx) îá îäíîðîäíûõ ôóíê-
öèÿõ íåìåäëåííî äà¼ò

ds2 =
1

2

∂2F 2(x, dx)

∂dxi∂dxk
dxidxk ⇒

gik(x, dx) =
1

2

∂2F 2(x, dx)

∂dxi∂dxk
, (5.1.2)

ãäå gik(x, dx) ≡ gik(x
l, dxm) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Fn â ò. x
l è íàïðàâëåíèè dxm. Î÷åâèäíî, gik(x, dx) � ôóíêöèÿ 0 ñòåïåíè

îäíîðîäíîñòè ïî dx. Òåîðåìà Ýéëåðà òàêæå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî
äëÿ Cikl(x, dx) � ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà 3 ðàíãà

Cikl(x, dx) =
1

2

∂gik(x, dx)

∂dxl
=

1

4

∂3F 2(x, dx)

∂dxi∂dxk∂dxl
,

1Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû òàì, ãäå èõ îòñóòñòâèå íå ìåøàåò
ïîíèìàíèþ.
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(ôóíêöèÿ −1 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî dx), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòî-
ãîíàëüíîñòè

Cikl(x, dx) dx
i = Cikl(x, dx) dx

k = Cikl(x, dx) dx
l = 0. (5.1.3)

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ôóíêöèè F (x, dx) ðåàëèçóåòñÿ ñêàëÿðîì t � âåëè÷è-
íîé, èíâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíûì êîîðäèíàòíûì ïðå-
îáðàçîâàíèÿì x′i = x′i(xk), (i = 1, 2, ...n) ([6], $ 1.2, âòîðîé àáçàö), è
îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïîñëåäíåé. Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ýòèõ ñâîéñòâ, "ñêîðîñòü" ẋ ≡ dx/dt
ìîæåò áûòü, à ìîæåò è íå áûòü ôóíêöèåé +1 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè
ïî dx. Íàïðèìåð, äîïóñòèìûé íåãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð "íüþòîíî-
âî âðåìÿ" ñîõðàíÿåò îäíîðîäíîñòü àðãóìåíòà íàïðàâëåíèÿ: ẋ ≡ dx/dt
� ôóíêöèÿ +1 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî dx ïî-ïðåæíåìó. È íàîáîðîò,
òàêæå äîïóñòèìûé, íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð s (äëèíà) � ãåîìåòðè÷åñêàÿ
1d-ïðîòÿæåííàÿ âåëè÷èíà � èçìåíÿåò àðãóìåíò àíèçîòðîïèè: ẋ � óæå
ôóíêöèÿ 0 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî dx. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòà èçìåí-
÷èâîñòü ẋ ñêàçûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ ïàðàìåòðèçîâàííîé ìåòðè÷åñêîé
F (x, ẋ), ïîýòîìó ïàðàìåòðèçàöèÿ F (x, dx) âñåãäà äîëæíà ñîïðîâîæäàòü-
ñÿ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, íàëàãàåìûì íà å¼ ðåçóëüòàò �
íà F (x, ẋ).

2. Äîïóñòèì, ÷òî F (x, ẋ) � ôóíêöèÿ +1 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî
ẋ (Óñëîâèå A (I.1.8) [6] � äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � îäíîðîäíîñòè). Òîãäà
äëÿ ds = F (x, ẋ) dt ìãíîâåííî èìååì ðåïëèêó ôîðìóë (5.1.1) � (5.1.3)
� áàçîâûå ôîðìóëû ñòàíäàðòíîãî (îäíîðîäíîãî) âàðèàíòà ôèíñëåðîâîé
ãåîìåòðèè [6] :

F (x, kẋ) = kF (x, ẋ), (k > 0),

ẋi ∂F (x, ẋ)/∂ẋi = +1F (x, ẋ), (5.1.1′)

ds2 =
1

2

∂2F 2(x, ẋ)

∂ẋi∂ẋk
dxidxk ⇒ gik(x, ẋ) =

1

2

∂2F 2(x, ẋ)

∂ẋi∂ẋk
, (5.1.2′)

ãäå gik(x, ẋ) � ôóíêöèÿ 0 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî ẋ � ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð Fn â ò. xi è íàïðàâëåíèè ẋk (ñîâïàäàþùåì ñ dxk). À òàêæå äëÿ
Cikl(x, ẋ) (ñèììåòðè÷íûé òåíçîð 3 ðàíãà, ôóíêöèÿ −1 ñòåïåíè îäíîðîä-
íîñòè ïî ẋ)

Cikl(x, ẋ) =
1

2

∂gkl(x, ẋ)

∂ẋi
=

1

4

∂3F 2(x, ẋ)

∂ẋi∂ẋk∂ẋl
,

ðåïëèöèðóåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè � âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñòàí-
äàðòíîãî (îäíîðîäíîãî) âàðèàíòà ãåîìåòðèè:

Cikl(x, ẋ) ẋ
i = Cikl(x, ẋ) ẋ

k = Cikl(x, ẋ) ẋ
l = 0. (5.1.3′)
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3. Ïóñòü ïàðàìåòð t � 1d-ïðîòÿæåííàÿ âåëè÷èíà, òî åñòü dt � ôóíê-
öèÿ +1, à ẋi � 0 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî dx2. Äîïóñòèì, ÷òî Óñëîâèå
A (óñëîâèå îäíîðîäíîñòè) íå âûïîëíÿåòñÿ: ds = Q(x, ẋ)dt, ãäå Q(x, ẋ) �
ãëàäêàÿ, íåîäíîðîäíàÿ ïî ẋ ôóíêöèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî ïðèíÿòîå íåîäíîðîäíîå óñëîâèå ñîâìåñòèìî ñ ôèíñëå-
ðîâûì ïîñòóëàòîì îäíîðîäíîñòè (5.1.1). Òî åñòü ÷òî F (x, dx) = Q(x, ẋ)dt
� ôóíêöèÿ +1 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî dx:

dxi
∂F (x, dx)

∂dxi
= dxi

∂Q(x, ẋ)

∂dxi
dt+Q(x, ẋ)

(
dxi

∂dt

∂dxi

)
=

= dt
∂Q(x, ẋ)

∂ẋk

(
dxi

∂ẋk

∂dxi

)
+ (+1)Q(x, ẋ)dt =

=
(
0 · ẋk

)
dt
∂Q(x, ẋ)

∂ẋk
+ (+1)F (x, dx) = (+1)F (x, dx), 2. (5.1.1′′)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëû (5.1.1) - (5.1.3) âûïîëíÿþòñÿ è â ýòîì íåîä-
íîðîäíîì âàðèàíòå ãåîìåòðèè3. Íî âîò ñâÿçåé, ïîäîáíûõ (5.1.1′) � (5.1.3′)
çäåñü íåò, ïîñêîëüêó F (x, ẋ) = Q(x, ẋ) � íåîäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ! Î÷å-
âèäíî, ýòà âíóòðåííÿÿ ñâîáîäà íåîäíîðîäíîé ãåîìåòðèè èìååò ïðèíöè-
ïèàëüíûå è äàëåêî èäóùèå ïîñëåäñòâèÿ: îíà êàðäèíàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
ñòàíäàðòíîãî îäíîðîäíîãî ôèíñëåðîâà âàðèàíòà [6] è ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ôèíñëåðîâî îáîáùåíèå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

4. Ïðîèëëþñòðèðîâàòü íîâûå ôèíñëåðîâû âîçìîæíîñòè ïðè íàðó-
øåíèè óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè � Óñëîâèÿ A � ìîæíî íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
ãåîäåçè÷åñêîé:

δ

∫ x2

x1

ds = 0, ds2 = gik(x, ẋ)dx
idxk ⇒ (5.1.4)

ẍi −
(
1

2

∂gkl(x, ẋ)

∂xi
+ fim,klẋ

m

)
ẋkẋl − s̈

ṡ
ẋi+

+

(
Cmkl

∂lnṡ

∂xi
− Cikl

∂lnṡ

∂xm

)
ẋkẋlẋm = 0, (5.1.5)

ãäå

fim,kl =
∂Cmkl

∂xi
− ∂Cikl

∂xm
,

∂lnṡ

∂xi
=

1

2

∂gnp(x, ẋ)

∂xi
ẋnẋp

ẋ2
,

2Ïðèìåð ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè: ds = f(ẋ)Φ(x, dx), ãäå f(ẋ) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàä-

êàÿ ôóíêöèÿ ẋ = dx/ds(0), ds
2
(0) = g

(0)
ik dxidxk è, îäíîâðåìåííî, � ôóíêöèÿ 0 ñòåïåíè

îäíîðîäíîñòè ïî dx, à Φ(x, dx) � ôóíêöèÿ +1 ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî dx è n = const.
3Íàïðèìåð, 2gik(x, dx) = Q(x, ẋ)2

(
∂2(dt)2/∂dxi∂dxk

)
� ôóíêöèÿ 0 ñòåïåíè îäíî-

ðîäíîñòè ïî dx, ïîýòîìó: Cikl(x, dx) dx
i = Cikl(x, dx) dx

k = Cikl(x, dx) dx
l = 0.
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s̈

ṡ
=

1

ẋ2

[
ẍkẋk +

(
1

2

∂gkl(x, ẋ)

∂xm
ẋm + Cmklẍ

m

)
ẋkẋl

]
.

Îòñþäà ñðàçó æå âèäíî, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîé îäíîðîäíîé ôèíñëåðî-
âîé ãåîìåòðèè, êîãäà Óñëîâèå A âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ è îð-
òîãîíàëüíîñòü (5.1.3′), ëîðåíöåâ òåðì fim,klẋ

mẋkẋl, êàê è äâà ïîñëåäíèõ
ñëàãàåìûõ àâòîìàòè÷åñêè âûïàäàþò èç ãåîäåçè÷åñêîé (íóëè). À åñëè âû-
áðàòü t = s, òî (5.1.5) ïðåâðàùàåòñÿ â ãåîäåçè÷åñêóþ, èìåþùóþ òîëüêî
àíèçîòðîïíûé ðèìàíîâ òåðì

dui
ds

− 1

2

∂gkl(x, u)

∂xi
ukul = 0, ui =

dxi
ds

. (5.1.5′)

Äëÿ íåîäíîðîäíîé æå ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè, êîãäà Óñëîâèå A íå
âûïîëíÿåòñÿ, èìååì â ãåîäåçè÷åñêîé êàê àíèçîòðîïíûé ðèìàíîâ, òàê è
ëîðåíöåâ òåðìû (1.4)

dui
ds

−
(
1

2

∂gkl(x, u)

∂xi
+ fim,kl(x, u)u

m

)
ukul = 0, (5.1.5′′)

fim,kl(x, u) =
∂cm,kl(x, u)

∂xi
−

∂ci,kl(x, u)

∂xm
,

ci,kl(x, u) =
1

2

∂gkl(x, u)

∂ui
,

ãäå ci,kl(x, u) � òåíçîðíûé ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, ñèììåòðè÷íûé
ïî ïîñëåäíèì èíäåêñàì.

Òî åñòü íîâûå ôèíñëåðîâû âîçìîæíîñòè ñâîäÿòñÿ ê ïîÿâëåíèþ â ãåî-
äåçè÷åñêîé ëîðåíöåâà òåðìà (ýêâèâàëåíòíî âîçìîæíîñòè ãåîìåòðèçàöèè
ýëåêòðîäèíàìèêè â Fn) è ìàññû íîâîãî ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ãåîìåò-
ðèè.

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ (îäíîðîäíàÿ) ôèíñëå-
ðîâà ãåîìåòðèÿ èìååò íå ìåíåå äâóõ ôèçè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ íåðåëÿòè-
âèçìà:òîëüêî íüþòîíîâà ïàðàìåòðèçàöèÿ è îòñóòñòâèå ëîðåíöåâà òåð-
ìà â ãåîäåçè÷åñêîé. Îáà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè Óñëîâèÿ A (I.1.8) [6].
Òàêèì îáðàçîì ñòàíäàðòíàÿ ôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ íå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà â ðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå. Êîñâåííîå óêàçàíèå íà ñòîëü
æ¼ñòêîå çàêëþ÷åíèå åñòü ó Ã. Þ. Áîãîñëîâñêîãî: " ... îáùàÿ òåîðèÿ
ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè íå îäíîãî (êàê â
ðèìàíîâîì ñëó÷àå), à òð¼õ òåíçîðîâ ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà, îïèñûâàþùèõ
êðèâèçíó. ... Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîðîæäàåò èçâåñòíûå òðóäíîñòè íà
ïóòè ôîðìàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà ñ ïîìî-
ùüþ àïïàðàòà ôèíñëåðîâîé ãåîìåòðèè." , [27]. È íàîáîðîò, íåîäíîðîäíàÿ
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ôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ðåëÿòèâèñòñêîé
ôèçèêå è ïðèìåíèìà äëÿ ãåîìåòðèçàöèè êëàññè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíå-
òèçìà, ñì. íàïðèìåð "Ìîäåëü è îñíîâû ãåîìåòðèè" ñ. 8. Ïðè ýòîì ãëàâ-
íûì ïðèçíàêîì êëàññà ðåëÿòèâèñòñêèõ ôèíñëåðîâûõ ãåîìåòðèé ÿâëÿ-
åòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè F (x, ẋ) ïî ẋ.

A.2 Î ãåîìåòðèè Ã. Þ. Áîãîñëîâñêîãî

Ñðàâíåíèå ãåîìåòðèè ÌÂÏ ñ êîíôîðìíî-ïëîñêîé àíèçîòðîïíîé ãåî-
ìåòðèåé Áîãîñëîâñêîãî [26, 27, 28] ïîçâîëÿåò âûñêàçàòü íåñêîëüêî ñîîá-
ðàæåíèé. Âî-ïåðâûõ, ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áîãîñëîâñêîãî

ds =

[
(dx0 − ν⃗dx⃗)2

dx20 − dx⃗ 2

]r/2√
dx20 − dx⃗ 2,

ãäå r = const, ν⃗ = const � ôèêñèðîâàííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, êàê
íåòðóäíî âèäåòü, óäîâëåòâîðÿåò ôèíñëåðîâó ïîñòóëàòó îäíîðîäíîñòè ìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè F (x, dx) (5.1.1).

Âî-âòîðûõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

gik(u) =
(
g
(0)
lmνlum

)r
g
(0)
ik , (5.2.1)

ãäå i, k, ... = 0, 1, 2, 3, νi = (1,−ν⃗) � íóëü-âåêòîð (1−ν⃗ 2 = 0), ui = dxi/ds(0)

è ds(0) = +

√
g
(0)
ik dxidxk � èíòåðâàë Ìèíêîâñêîãî (ïëîñêîå êàñàòåëüíîå

4d ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì g
(0)
ik ). Â êà÷åñòâå ñêîðî-

ñòè ẋ ñëåäóåò âûáðàòü âåêòîð u â ñèëó åãî îáùåêîâàðèàíòíîñòè: ds �
ñêàëÿð, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé x′i = x′i(xk).

Çàïèñü (5.2.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòðèêà Áîãîñëîâñêîãî íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé íóëåâîé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïî u, òî åñòü íå îòíîñèòñÿ ê
ñòàíäàðòíûì ôèíñëåðîâûì. Îíà � èç êëàññà ðåëÿòèâèñòñêèõ ôèíñëåðî-
âûõ ìåòðèê: ëîðåíöåâ òåðì ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîäåçè÷åñêîé ðàâåí íóëþ
òîëüêî â ñèëó ν⃗ = const(x), à ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîñòðàíñòâà � àíèçî-
òðîïíûé àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñ àáñòðàêòíûì 3d âåêòîðîì
àíèçîòðîïèè ν⃗.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå νi(x) ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò íåðàâíûé íóëþ ëî-
ðåíöåâ òåðì, à ïðè r = 2 ýòîò âåêòîð ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê
νi(x) ∼ Ai, ãäå Ai � ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîñòðàíñòâà
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Áîãîñëîâñêîãî. Íàïðèìåð, νi(x) = ±
√
kAi(x)/c

2. Â ñëó÷àå ýëåêòðîíåé-
òðàëüíîñòè ìåòðèêè (5.2.1), âåêòîð νi(x) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí
êàê óãëîâàÿ ñêîðîñòü äëÿ ìîäåëåé Âñåëåííîé ñ âðàùåíèåì [53].
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